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Vorwort

Im Masterstudiengang >Angewandte Mathematik< werden zwei Lehrveran-
staltungen im Fachgebiet >Data Mining< angeboten:

e >Uberwachte Data Mining Verfahren<,
e >Uniiberwachte Data Mining Verfahren<.

Die Veranstaltungen sind unabhéngig voneinander und iiberlappen sich the-
matisch nur insoweit, als beide Veranstaltungen allgemeine Ausfithrungen
zum Datenbegriff und zu Data Mining als Arbeitsprozess enthalten.

Das vorliegende Skript zur Veranstaltung >Uberwachte Data Mining Ver-
fahren< umfasst die in der Vorlesung behandelten Sachverhalte zum Thema
>Klassifikation<. Das methodisch dhnliche Thema >Regression< fehlt in der
aktuellen Version.

Der Titelbegriff >Uberwachte Data Mining Verfahren< ist in der Litera-
tur nicht {iblich; verbreitet sind dagegen »Uberwachte Lernverfahren< oder
>Uberwachtes maschinelles Lernen<. Der Titel wurde gewéhlt um zu beto-
nen, dass es in der Veranstaltung primédr um Datenanalyse mit bestimmten
Methoden des maschinellen Lernens geht.

In Lehrveranstaltungen zum Thema Data Mining spielt die aktiv von
allen Teilnehmer:innen durchgefiihrte Diskussion von Beispielen eine wesent-
liche Rolle. Nach den Erfahrungen des Dozenten kénnen solche Diskussionen
nur in Prisenzveranstaltungen mit der nétigen Intensitét gefithrt werden. Die
direkte fachliche Kommunikation Studierender untereinander und mit dem
Dozenten unterstiitzt einerseits das Lernen von Data Mining Methoden und
besitzt andererseits erhebliche, berufsvorbereitende Bedeutung, insbesondere
fiir Studierende, die eine Berufstétigkeit im Bereich Datenanalyse anstreben.
Branchenunabhéngig ist dieser Bereich durch hohe Anforderungen an kom-
munikative Fahigkeiten und interdisziplindres Arbeiten geprigt.

Es wird empfohlen zusétzlich zum vorliegenden Skript andere Informati-
onsquellen zum Thema zu nutzen: Das Lehrbuch [FHT], von dem eine legale,
freie pdf-Version iiber die Webseite

https://hastie.su.domains/pub.htm

von einem der Autoren (Trevor Hastie) zur Verfiigung gestellt wird, ist an-
sprechend geschrieben und enthélt eine Vielzahl von Beispielen mit frei



verfiigharen Daten, sodass diese etwa mit der Software RapidMiner nach-
vollzogen werden kénnen. Weiter sind die iiber den YouTube-Kanal

https://www.youtube.com/@QTubingen ML

der Arbeitsgruppen fiir Maschinelles Lernen der Universitéat Tiibingen ange-
botenen Vorlesungen gut als komplementére Quellen geeignet.

SOFTWARE: Die im Skript behandelten Beispiele wurden entweder mit
der Software Matlab der Firma MathWorks oder mit RapidMiner bearbeitet.
Eine kostenlose Version von RapidMiner kann von der Webseite

https://rapidminer.com/

des Unternehmens Rapidminer heruntergeladen werden.

Anmerkung (Februar 2024): Das Unternehmen Rapidminer ist im Unter-
nehmen Altair aufgegangen. Die Software RapidMiner existiert dort aktuell
unter dem Namen Altair AI Studio in einer freien Version weiter.
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Einleitung

Nach einer Definition der Wissenschaftler lan Witten! und Eibe Frank be-
zeichnet man >jede Aktivitéit, die das Ziel verfolgt, potentiell niitzliche In-
formation aus gegebenen Daten zu extrahieren< als Data Mining [WFH]. In
diesem allgemeinen Sinn existiert Data Mining bereits mindestens, seitdem
es Lebensformen mit Sinnesorganen gibt: Das Auge etwa in Kombination mit
einem Komplex von Nervenzellen wie einem Gehirn wird von vielen Lebens-
formen zur Erkennung von Nahrung benutzt. Die folgenden Ausfiihrungen
beschréinken sich allerdings auf menschliche Aktivitdten. Auch bei dieser Be-
trachtungsweise existiert Data Mining bereits seit langer Zeit: Naturforscher
wie etwa Carl von Linné (1707 — 1778), Alexander von Humboldt (1769 —
1859) und Charles Darwin (1809 — 1882) sammelten akribisch Daten, um ba-
sierend auf deren Analyse Theorien wie beispielsweise die Evolutionstheorie
zu entwickeln.

Abbildung 1: Vergleichende Skizzen von Finken der Galapagos-Inseln [Dar]

Der Begriff »Data Mining< wird héufig zusammen mit den Begriffen
>Mustererkennung< (>Pattern Recognition<), >Statistisches Lernen< (>Sta-
tistical Learning<), »Maschinelles Lernen< (»>Machine Learning<) und
>Kiinstliche Intelligenz< (>Artificial Intelligence<) benutzt, wobei wenig auf
eine Abgrenzung der Begriffe gegeneinander geachtet wird. Es ist daher mogli-
cherweise niitzlich etwas zu diesen Begriffen und ihren wechselseitigen Bezie-
hungen zu sagen.

'I. H. Witten, englischer Computerwissenschaftler, 1947 — 2023
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Die Analyse von Daten, die entweder »im Feld< oder unter kontrollierten,
experimentellen Bedingungen erhoben wurden, ist die Grundlage jeder Na-
turwissenschaft: Die Ergebnisse von Datenanalysen dienen dabei grob gespro-
chen der Entwicklung und dem Test von Theorien iiber bestimmte Bereiche
der Realitét. Aulerhalb des Bereichs der Naturwissenschaften sind Datenana-
lysen auch fiir das Funktionieren von Gemeinwesen und deren Interaktionen
von essentieller Bedeutung, da ihre Ergebnisse als Richtungsweiser fiir die
Planung und Ausfithrung von Mafinahmen dienen konnen. Unabhéngig vom
Einsatzgebiet dient die Analyse von Daten stets der Entdeckung und quanti-
tativen Beschreibung von Zusammenhéngen zwischen Groflen des jeweiligen
Interesses. Solche Zusammenhénge kénnen deterministisch oder stochastisch
sein: Eine oder mehrere Groflen legen eine andere entweder eindeutig fest
oder erhohen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass letztere Werte in einem be-
stimmten Bereich annimmt.

Die theoretischen Grundlagen der Datenanalyse werden durch das mathe-
matische Teilgebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie geliefert, in der der Be-
griff >Wahrscheinlichkeit< systematisch ausgearbeitet wird unter anderem,
um reale Vorgéinge mit einer Zufallskomponente quantitativ beschreiben zu
konnen. Letzeres ist fiir die Analyse von Daten von doppelter Relevanz: Ei-
nerseits sind die Sachverhalte oder Prozesse, iiber die man sich mit Hilfe
einer Datenanalyse Informationen verschaffen mochte, hdufig nicht determi-
nistisch, sondern besitzen vom Zufall abhéngige Komponenten. Andererseits
treten bei der Datenerhebung selbst in der Regel zufillige Fehler auf. Konkre-
te Verfahren zur Analyse gegebener Daten werden durch die Statistik gelie-
fert, insbesondere durch das Teilgebiet der multivariaten Statistik, in dem es
um die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen mehreren Zufallsgrofien
geht. In der Statistik werden auflerdem Verfahren zur Schitzung der Giite
von Ergebnissen einer Datenanalyse entwickelt. Sie stiitzt sich auf die Wahr-
scheinlichkeitstheorie und ergénzt diese um praktische Verfahren.

Der Begriff »Data Mining< wird in mehrdeutiger Weise verwendet. In
der engsten Fassung steht Data Mining fiir die effiziente, computergestiitz-
te Analyse von héaufig groflen Datenmengen mit statistischen Methoden.
Dies schliefit die Entwicklung entsprechender Algorithmen ein. Mit steigen-
der Leistungsfahigkeit der Computer wurden und werden auch Verfahren im
Data Mining verwendet, die anstelle einer fundierten statistischen eine eher
empirische Begriindung besitzen. Einige solche Verfahren beruhen beispiels-
weise auf der >Geometrie der Daten<. An diesem Punkt unterscheidet sich
Data Mining von der Datenanalyse mit Verfahren der multivariaten Statistik.
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Etwas weiter gefasst schlieft Data-Mining auch das Vorbereiten der Daten
fiir die Analyse mit ein. Irrefithrend an der Begriffswahl ist die Assoziation
mit dem Gewinnen von Mineralien oder Kohle durch Bergbau, denn im Da-
ta Mining werden keine Daten durch >Abbau< gewonnen: Die Daten liegen
bereits vor.

Ein Data Mining Prozess verfolgt entweder das Ziel der Bestédtigung und
quantitativen Beschreibung eines (vermuteten) Zusammenhangs zwischen ge-
gebenen Groflen oder der Entdeckung von génzlich neuen Zusammenhéngen
zwischen Gréflen, zu denen jeweils Daten vorliegen. Hier liegt auch die Ver-
bindung zum »>Statistisches Lernen<: Nach Vladimir Vapnik [Vap]| bezeichnet
dieses grob gesprochen das datenbasierte Ermitteln einer Abbildung f inner-
halb einer gegebenen Klasse F von »Modellen<, die einen gegebenen, in der
Regel nur stochastischen Zusammenhang zwischen zwei Gréflen X und Y
moglichst gut approximiert. Die Verfahren des statistischen Lernens kénnen
also im Data Mining genutzt werden, um Zusammenhénge zwischen Grofien
naherungsweise zu beschreiben.

>Mustererkennung< bezeichnet die Fahigkeit eines informationsverarbei-
tenden Systems, Objekte anhand (eines Teils) ihrer Merkmale in Klassen
einzuteilen. Das System kann dabei beispielsweise ein Organismus oder ein
Computerprogramm sein. Im ersten Fall befasst sich die Kognitionswissen-
schaft mit der Untersuchung dieser Fahigkeit. Die Entwicklung computer-
gestiitzter Verfahren zur Mustererkennung dagegen ist in der Schnittmenge
zwischen Informatik und Mathematik verortet. Die Verfahren selbst finden
direkte Anwendung im Data Mining: Entsprechend der zwei bereits formu-
lierten, allgemeinen Ziele des Data Mining besteht das Klassifikationsproblem
darin, datenbasiert eine quantitative Beschreibung einer (vermuteten) Klas-
seneinteilung von Objekten anhand der Ausprigung bestimmter Merkmale
zu ermitteln. Die Beschreibung kann dann zur Klassifikation von Objekten
genutzt werden, zu denen keine Klasseninformation vorliegt. Offensichtlich
ist dieser Teil der Mustererkennung ein Spezialfall des Szenarios, das im sta-
tischen Lernen betrachtet wird: Die Grole X besteht aus der Zusammenfas-
sung der betrachteten Merkmale eines zu klassifizierenden Objekts, wahrend
Y die Klasse dieses Objekts angibt. Andererseits wird in dem als Clusterana-
lyse bezeichneten Teilgebiet von Data Mining versucht, datenbasiert Klassen
von Objekten zu entdecken. Die dort zum Einsatz kommenden Verfahren
stammen ebenfalls aus dem Bereich der Mustererkennung.

Der Begriff >maschinelles Lernen< bezeichnet alle Verfahren, die aus ge-
gebenen Daten eine Abbildung mit bestimmten Optimalitéitseigenschaften
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ermitteln. Insbesondere umfasst der Begriff das statistische Lernen und die
Mustererkennung im Sinn der Informatik, aber auch weitere zum Beispiel
auf geometrischen Methoden basierende Verfahren. Die geforderten Opti-
malitédtseigenschaften beziehen sich dabei auf das Verhalten der ermittel-
ten Abbildung bei Anwendung auf neue Daten, die so genannte Generali-
sierungsfihigkeit: Hat man zum Beispiel eine Abbildung anhand gegebener
Daten ermittelt, die Objekten aufgrund der Auspridgung bestimmter Merk-
male eine von endlich vielen Klassen zuordnet, so soll diese Abbildung auch
auf anderen als den gegebenen Daten moglichst héufig eine korrekte Klas-
senzuweisung bewirken.

Das Fachgebiet der >kiinstlichen Intelligenz« ist aktuell nur sehr unscharf
definiert, was zum Teil daran liegt, dass es keine allgemein anerkannte De-
finition des Begriffs »Intelligenz< gibt. Das Lexikon der Neurowissenschaf-
ten von Spektrum[Spe| definiert: Die kiinstliche Intelligenz ist ein Teilge-
biet der Informatik, welches sich mit der Erforschung von Mechanismen des
intelligenten menschlichen Verhaltens befafit (Intelligenz). Dieses geschieht
durch Simulation mit Hilfe kiinstlicher Artefakte, gewohnlich mit Compu-
terprogrammen auf einer Rechenmaschine (Computersimulation). Historisch
waren die Gebiete >kiinstliche Intelligenz< und »maschinelles Lernen< ur-
spriinglich identisch. Die Fokussierung auf das »Lernen aus Daten< in letz-
terem hat zu einer Abgrenzung der Gebiete gefiihrt, sodass das Gebiet der
>kiinstlichen Intelligenz< heute das umfassendere ist.

Nachdem das Fachgebiet Data Mining nun in einen grofleren Kontext
eingeordnet wurde, fehlen noch einige Worte zur Einordnung des Inhalts der
Veranstaltung: Im maschinellen Lernen unterscheidet man unter anderem
zwischen >iiberwachtem Lernen< und suniiberwachtem Lernen<. Im ersten
Fall wird, wie bereits erldutert, datenbasiert der Zusammenhang zwischen
einer GroBle X und einer Gréfle Y durch Wahl einer geeigneten Abbildung f
aus einem Modellraum approximiert. Diese Wahl wird als »Lernprozess< be-
trachtet, der durch Vergleich der Werte von f(X) und Y siiberwacht< wird.
Dagegen kann eine Lernprozess, der datenbasiert Zusammenhénge erst ent-
decken soll, nicht durch ein solches Verfahren iiberwacht werden. In der Ver-
anstaltung >Uberwachte Data Mining Verfahren< geht es entsprechend um
die Anwendung derjenigen Verfahren aus dem maschinellen Lernen, die in
den Bereich der iiberwachten Lernverfahren gehoren.



1 Daten

Der Begriff >Daten< wird in der Umgangssprache in der Regel unprézise und
mit wechselnden Bedeutungen benutzt. Im Gegensatz dazu ist der im Data
Mining verwendete Datenbegriff von mathematischer Prazision. Um einen
guten Einstieg in die folgende Darstellung zu bekommen, mache sich der
Leser Folgendes klar: Daten werden nicht um ihrer selbst willen analysiert.
Vielmehr werden mit Daten die Eigenschaften von bestimmten Objekten
erfasst, iiber die man durch die Datenanalyse etwas in Erfahrung bringen
mochte. Beispielsweise kann man als Objekte eine Auswahl von Pilzarten
betrachten, iiber die man ein Pilzbestimmungsbuch schreiben mochte. Um die
einzelnen Arten zu beschreiben und gegeneinander abzugrenzen erfasst man
von moglichst vielen realen Pilzen bekannter Artzugehorigkeit Eigenschaften
wie Hutfarbe, Konsistenz der Huthaut, Geruch, Lamellen- oder Réhrenpilz,
Auftreten von Verfarbungen bei Druck usw.

Es sei 2 eine Menge von Objekten derselben Art; sie wird haufig als Popu-
lation oder Grundgesamtheit bezeichnet. Jedes Objekt w € €2 werde durch
die Ausprdgungen von m € N Merkmalen M, ..., M,, beschrieben. Jedes
Merkmal kann mathematisch als Abbildung

M, - Q — S,

aufgefasst werden, die jedem Objekt w die Auspragung My (w) dieses Merk-
mals zuordnet. Der Wertebereich Sy, umfasst also die moglichen Auspréigun-
gen von Mj. Abhéngig vom >Typ< der Menge Sy unterteilt man Merkmale
grob in drei Kategorien:

e Numerische Merkmale: S;, C R.

Beispiel: Die Wuchshohe eines Pilzes angegeben in Zentimeter; hier
konnte etwa Sy, = [0, 35] sein.

e Ordinale Merkmale: Sy besitzt eine im Kontext relevante (totale) Ord-
nung.
Beispiel: Die Kriimmung des Pilzhutes angegeben in der Form
Sk = {»kugelig<,>leicht gekriimmt<, >flach<}.

e Nominale Merkmale: S}, besitzt keine relevante zusétzliche Struktur.

Beispiel: Die Farbe des Pilzhutes;
etwa S = {>weil«,>creme-farben<,>hellbraun<,>dunkelbraun<,>rot<}.
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Numerisch Merkmale werden auch als quantitativ, ordinale und nominale
Merkmale als qualitativ bezeichnet.
Die Merkmale lassen sich in der Beschreibungsabbildung

B = Sy % .. % Spw s (My(w), ..., My(w)) (1)

zusammenfassen. Die Abbildung  ist im allgemeinen weder injektiv noch
surjektiv: Einerseits konnen zwei verschiedene Objekte in den Ausprigungen
aller Merkmalen M}, iibereinstimmen und andererseits muss nicht jede Kom-
bination von moglichen Ausprigungen durch ein Objekt realisiert werden.

Die Menge S := 57 x ... x S, bezeichnet man als Merkmalsraum der
Merkmale My, ..., M,,, wobei in die Definition eine bestimmte Nummerie-
rung der Merkmale eingeht, die in der Praxis beliebig wéahlbar ist.

Eine Datenmenge ist eine Abbildung der Form
D:{1,2,...,n} —» S

mit einem beliebigen n € N; eine Datenmenge ist also entgegen der Erwar-
tung im allgemeinen keine Menge. In der Literatur werden Datenmengen
hiufig als endliche Folge (s(M), s ... s(M) oft sogar unter Weglassen der
Klammer als s, s® ... s angegeben. Obere Indizes werden hier des-
wegen verwendet, weil die Elemente s selbst m-Tupel sind, deren Kom-
ponenten man mit unteren Indizes unterscheidet. Man beachte, dass man
Datenmengen nicht einfach als Teilmengen von S definieren kann, da das
mehrfache Auftreten eines Elements s € .S in einer Datenmenge dann nicht

erfasst wire. Die Elemente D(k) bzw. s*) werden Samples genannt.

Im Data Mining werden aus der Menge 2 endliche Teilmengen A C ()
mehr oder weniger zufillig ausgewiihlt; man spricht auch von Stichproben?.
Durch die Analyse der Eigenschaften der Objekte w € A soll Information
iiber die Eigenschaften aller Objekte in {2 gewonnen werden.

Die Objekte in der Stichprobe werden {iblicherweise nummeriert:

A ={wi,wo,...,wy}.

2Der Begriff >Stichprobe< wurde urspriinglich in der Eisenverhiittung, also dem Her-
stellungsprozess von Roheisen aus Eisenerzen mittels eines Hochofens, verwendet. In die-
sem Prozess werden zur Qualitatskontrolle regelméflig Proben des fliissigen Eisens aus dem
Hochofen entnommen. Hierzu wird dieser am sogenannten Stichloch gedfinet, ein Vorgang
der als Abstich bezeichnet wird.
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Die Einschrankung der Abbildung S auf A liefert dann die zu A gehorende
Datenmenge
D:{1,2,...,n} =S, k— B(wg).

Datenmengen werden von Data Mining Software héufig in Form von Ta-
bellen verarbeitet: Die Tabelle zu einer Datenmenge D : {1,2,...,n} — S
besitzt dann iiblicherweise m + 1 Spalten (m die Anzahl der Merkmale M)
und die einzelnen Samples erscheinen als Zeilen der Tabelle, wobei in der
ersten Spalte die Nummer des Samples und in den weiteren Spalten die Aus-
pragungen der Merkmale des Samples stehen.

Sind die Auspriagungen aller Merkmale Zahlen, so gibt man eine Daten-
menge haufig auch in Form einer Matrix an:

TN R €8
2 .2 (2)
S S e Sm
1 2 c Rnxm’
Sgn) Sgn) s S%L)

wobel
k) (k
Blwr) = (17,58, s,

Die in diesem Abschnitt beschriebene Situation wird im vorliegenden Skript
als Standard-Datenszenario bezeichnet.
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2 Das Klassifikationsproblem

Die Methoden des {iberwachten Data Mining dienen der Losung zweier grund-
legender Probleme, dem Klassifikations- und dem Regressionsproblem. Aus
mathematischer Sicht kénnen beide Probleme als Varianten des Problems der
Funktionsapproximation aufgefasst werden. Wir beginnen mit der Diskussion
des Klassifikationsproblems.

2.1 Naive Sicht

MoTIivATION

Olivenol setzt sich aus verschiedenen, in gebundener Form (>verestert<) vor-
liegenden Fettsiuren zusammen, die die Qualitit des Ols bestimmen. Der
Herstellungprozess von hochwertigem Olivendl ist aufwendig und daher teuer.
Die hohe Nachfrage nach solchen Olen und die Preispolitik der Supermérk-
te hat zum Entstehen einer organisierten Kriminalitdt im Olivenolhandel
gefithrt — siehe zum Beispiel [Gie]. Dabei werden hochwertige, italienische
Olivensle mit minderwertigen Olen, Pflanzenslen anderer Art oder Oliven-
saft verschnitten/gepanscht. Diese Art von Betrug kann man zum Beispiel
durch chemische Analyse der Zusammensetzung eines Olivenols aufdecken,
sofern diese Zusammensetzung charakteristisch fiir bestimmte Herkunftsre-
gionen des Ols ist. Ein Vergleich der auf dem Flaschenetikett angegebenen
Herkunft mit dem Ergebnis der chemischen Analyse einer Probe kann dann
einen vorliegenden Betrug beweisen.

Abbildung 2: Olivenbdume und ihre Friichte
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Die Frage, ob man die Herkunft eines Olivenols anhand seiner chemi-
schen Zusammensetzung ermitteln kann, wurde in der Arbeit [FAL] anhand
von Daten zu 572 Olivenolproben unterschiedlicher Herkunft untersucht. Fiir
jede Probe wurde der prozentuale Gehalt an acht verschiedenen Fettsduren
ermittelt. Die Proben selbst kamen aus neun Regionen Italiens, die zu drei
Gebieten zusammengefasst wurden, ndmlich Norditalien (Regionen Ostligu-
rien, Westligurien, Umbrien), Sardinien (Regionen Inland und Kiiste), sowie
Stiditalien (Regionen Nordapulien, Siidapulien, Kalabrien, Sizilien).
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Abbildung 3: Regionen Italiens
(Creative Commons Lizenz CC BY-SA 3.0)

Die Abbildung 4 zeigt die Zusammensetzung der Proben in Bezug auf
Olssure und Linolsiure, sowie Linolenséure und Eikosensdure. Man kann
erkennen, dass man durch kombinierte Betrachtung der Anteile dieser vier
Fettsduren jede Probe recht sicher dem jeweiligen Herkunftsgebiet zuordnen
kann.
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Fiir den praktischen Einsatz ist mathematisch formuliert also folgendes
Problem zu 16sen: Bestimme eine Abbildung

f :[0,10000]* — {Norditalien, Siiditalien, Sardinien},

die nach Einsetzen der vier Werte O(w), L1(w), Lo(w), E(w) des Gehalts an
Olséure, Linolsdure, Linolensédure und Eikosenséure einer Olivendlprobe w
mit hoher Treffsicherheit das Herkunftsgebiet f(O(w), Li(w), La(w), E(w))
der Probe liefert. Wie die Notation bereits andeutet, werden also die Gehalts-
zahlen der vier genannten Fettsduren als Ausprigungen von vier Merkmalen
O, Ly, Ly, E von Olivendlproben aufgefasst. Der Definitionsbereich der Ab-
bildung f kommt dadurch zustande, dass in den Daten der Fettsduregehalt
jeweils in »Prozentzahl mal 100<angegeben wird. Zur Bestimmung von f soll
nur die Stichprobe A bestehend aus den 572 erwihnten Proben herangezo-
gen werden. Die Abbildung f soll allerdings dennoch die Eigenschaft besitzen
auch solchen chemischen Zusammensetzungen mit hoher Wahrscheinlichkeit
die korrekte Herkunftsregion zuzuweisen, die nicht in der Stichprobe enthal-
ten sind.

Ein Problem der gerade beschriebenen Art bezeichnet man als Klassifikati-
onsproblem — es wird nun allgemein formuliert.
DAS ALLGEMEINE KLASSIFIKATIONSPROBLEM

Prinzipiell geht man von dem im Abschnitt 1 beschriebenen Standard-Daten-
szenario aus. Allerdings wird zusétzlich angenommen, dass die Population €2
in r > 2 disjunkte Teilmengen zerféllt:

Q=0 U...UQ, QNQ =0 firi ;.

Die Teilmengen €2; werden im Folgenden héufig als Klassen bezeichnet. Die
Klassenzugehorigkeit kann als Merkmal der Objekte aufgefasst werden:

Y:Q—={1,2,...,r}, w—k falls w € Q.

Das allgemeine Klassifikationsproblem kann jetzt vage wie folgt formuliert
werden:

Klassifikationsproblem (vage): Bestimme die Klassenzugehdérigkeit Y (w)
eines beliebigen Objektes w € Q anhand der Ausprdigungen der sonstigen
gegebenen Merkmale dieses Objektes.
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Das Merkmal Y wird also als ein von den restlichen Merkmalen abhéngiges
behandelt, was sich in der Bezeichnungsweise niederschlagen sollte. Letz-
tere werden daher im Unterschied zu der Darstellung im Abschnitt 1 mit
Xi, ..., X, bezeichnet. Es gilt folglich {X1,...,X,,Y} ={M,,..., M, } und
der Merkmalsraum besitzt in der hier betrachteten allgemeinen Situation die
Gestalt

S=5x...x85,x{1,2,...,r},

wobei Sy der Wertebereich von X}, ist.

Im Olivenélbeispiel ist p = 4 und die Merkmale X1, ..., X, entsprechen
den Merkmalen O, Ly, Lo, E. Weiter ist » = 3, wobei das Klassenmerk-
mal Y in diesem Fall anstelle der Auspriagungen 1,2,3 die Auspragungen
>Norditalien<, >Siiditalien<, >Sardinien< besitzt, was mathematisch keinen
wesentlichen Unterschied macht.

Fiir das Weitere erweist es sich als praktisch die Menge

Sx =51 x...x5,
einzufithren, sowie die Abbildung:
X:Q—= 9%, wr— (Xi(w),...,X,(w)).

Das Klassifikationsproblem lésst sich dann auf eine naive Weise préziser fas-
sen:

Klassifikationsproblem (naiv): Finde eine Abbildung f : Sx — {1,2,...,1}
mat der Eigenschaft

VweQ f(Xi(w),...,Xp(w)) =Y (w). (2)
Dieses Zielsetzung ist jedoch aus zwei Griinden unrealistisch:

(UZ) Unvollstéandiger Zugriff: Der Datenanalytiker besitzt in aller Regel kei-
nen vollstandigen Zugriff auf die Population (2.

(NDZ) Nicht deterministischer Zusammenhang: Die Existenz einer Abbildung
f mit der Eigenschaft (2) impliziert, dass fiir zwei Objekte wy,ws € Q
mit der Eigenschaft

(Xi(wr), .., Xp(wr)) = (Xi(wa), .., Xp(w2))

stets auch

Y(wi) =Y (w)
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gilt, das heift es muss ein deterministischer Zusammenhang zwischen
den Ausprégungen der Merkmale X, ..., X, und denen des Merkmals
Y bestehen. Ein Blick auf die Abbildung 4 zeigt, dass man dies nicht
erwarten kann: Die chemischen Zusammensetzungen aus Olsiure und
Linolséure von nord- und siiditalienischen Olivenélen sind sich zum Teil
so dhnlich, dass man trotz verschiedener Herkunft auch mit gleicher
chemischer Zusammensetzung rechnen muss.

Dem Problem (UZ) wird im Data Mining durch die Betrachtung von Stich-
proben A C ) begegnet. Die zugrundeliegende Idee dabei ist die folgende:
Gilt die Gleichung (2) fir »die meisten< w € A und ist die Stichprobe re-
prasentativ, das heiflt spiegelt sie die wesentlichen Eigenschaften der Menge
2 in Bezug auf die Merkmale X, ..., X,,Y wider, so wird (2) auch fir >die
meisten< w € () gelten. Insbesondere betrachtet man die durch die Klassen-
einteilung von () induzierte Zerlegung

A:Alu...UAT, AkZ:AﬂQk

der Stichproben A.

Um das Problem (NDZ) zu addressieren, wird die an die Abbildung f ge-
stellte Forderung (2) dahingehend abgeschwécht, dass man sie nur noch fiir
>moglichts viele< w € A fordert. Wir prézissieren dies: Die Menge aller Abbil-
dungen f: Sx — {1,2,...,r} wird im Weiteren mit Abb(Sx,{1,2,...,7})
bezeichnet. Solche Abbildungen nennt man im vorliegenden Kontext auch
Klassifikatoren.

DEFINITION 2.1: FEs liege die oben beschriebene, allgemeine Klassifikati-
onsproblematik vor und A C ) sei eine Stichprobe vom Umfang n. Die totale
Trefferquote eines Klassifikators f € Abb(Sx,{1,2,...,r}) auf A ist dann
definiert als:

T(f,A) = —, t:=|{we A: fF(Xi(@),...,X,(w)) =Y (W)}

S|+

Entsprechend definiert man die Trefferquote von f in Klasse k auf A als

To(f,A) = Iz_il b= Hw € A s F(Xa (@), Xo(w)) = K},

Eine weitere Prézissierung des Klassifikationsproblems ist dann:
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Klassifikationsproblem (stichprobenabhingig): Finde zu gegebener Stich-
probe A C Q einen Klassifikator f : Sx — {1,2,...,r} mit der Figenschaft

T(f,A) =max(T(g,A) : g € Abb(Sx,{1,2,...,7})). (3)
BEMERKUNGEN:

1. Das Maximum in der Definition existiert, da als Trefferquoten nur die
endlich vielen Werte %, k €{0,...,n}, in Frage kommen.

2. Die Funktion f ist nicht eindeutig bestimmt und héngt von der Stich-
probe A ab. Daher ist es ein wesentliches Ziel bei der Datenanalyse
diese Abhéngigkeit zu quantifizieren.

3. Haufig mochte man nicht einfach die totale Trefferquote maximieren,
sondern ist an einer gewichteten Beriicksichtigung der klassenweisen
Trefferquoten interessiert. Der Grund hierfiir kann zum Beispiel sein,
dass eine der Klassen in der Stichprobe besonders hiufig vorkommt.
Eine hohe Trefferquote in dieser Klasse zieht dann eine hohe totale
Trefferquote nach sich. Das bedeutet aber, dass die Trefferquoten in
den kleineren Klassen vernachlissigt werden. Durch ein Hochgewich-
ten der Trefferquoten der kleineren Klassen kann man diesen Effekt
ausgleichen.

Formal fithrt man Gewichte wy, ..., w, € [0, 1] mit w;+we+. .. 4w, = 1
ein und betrachtet dann

Tw(ga A) = w1T1<g7 A) + w2T2(97 A) +.. err(97 A) (4>
anstelle der totalen Trefferquote T'(g, A).

NACHSTE-NACHBARN-KLASSIFIKATION

Es stellt sich nun die Frage, wie man das Optimierungsproblem (3) 16st. Beim
Betrachten der Abbildung 4 beobachtet man Folgendes: Objekte w und w’
gehoren haufig dann zur gleichen Klasse 2, wenn ihre Merkmalsauspréigun-
gen Xi(w), ..., Xp(w) und X;(w'),..., X,(w') dhnlich zueinander sind. Um
diesen Gedanken weiter zu verfolgen, muss man also Elemente x € Sx mit-
einander vergleichen konnen, und zwar in einer Art und Weise, die dem vor-
liegenden Anwendungskontext entspricht. Fiir das Weitere wird daher die
folgende Annahme gemacht:
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Auf Sx liege eine Metrik d : Sx x Sx — R wvor, die zum Anwendungskontext
passt, in diesem also insbesondere interpretierbar ist.

Naheliegend ist dann die folgende algorithmische Definition einer Losung f
von (3):

1. Man wéhle ein Zahl R > 0; die Bedeutung dieser Zahl wird im folgenden
Schritt erkennbar.

2. Zur Bestimmung von f(x) betrachte man die abgeschlossene Kugel
Bz, R] := {2’ € Sx : d(z,2') < R}

mit Mittelpunkt = und Radius R in dem metrischen Raum (Sx, d) und
bestimme die Zahlen

ne = [{w € Ay: X(w) € Blz, R]}|.

3. Man setze f(z) := L, falls
ny = max(ny,ng, ..., n,)

gilt. Ist L durch diese Eigenschaft nicht eindeutig bestimmt, so wéhle
man unter den moglichen Indizes einen zufillig aus.

Der beschriebene Algorithmus besitzt die Schwiche, dass die Kugel B[z, R]
moglicherweise fiir manche z keine Elemente von X (A), also der zu A gehoren-
den Datenmenge, enthélt. In diesem Fall kann der Funktionswert f(x) nicht
bestimmt werden. Dieses Problem kénnte man durch Wahl eines hinreichend
groflen Radius’ beheben. Andererseits sollte allerdings R eher >klein< sein,
da man nur néchste Nachbarn von z zur Bestimmung der Klasse heran-
zichen mochte. Daher und aus statistischen Griinden modifiziert man den
Algorithmus auf die im folgenden beschriebene Weise: Statt einen Kugelra-
dius R vorzugeben, gibt man die Anzahl der Elemente der Datenmenge vor,
die in die Berechnung des Funktionswerts f(x) eingehen sollen. Diese sollten
natiirlich alle moglichst nahe bei x liegen, was zu folgender Definition fiihrt:
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DEFINITION 2.2: Das oben beschriebene allgemeine Klassifikationspro-

blem liege vor und es sei x1,xq,...,x, die Datenmenge zu einer Stichprobe
ACQ.
Die Elemente x;,, iy, . . ., T;, heiffen ndchste Nachbarn des Elements x €

Sx, falls fiir jedes © & {iy, ..., i} die Bedingung
Vie{l,2,... k} d(zy,z) <d(zix)
erfillt ist.
Der modifizierte Algorithmus ist in der folgenden Definition enthalten:

DEFINITION 2.3: Das oben beschriebene allgemeine Klassifikationspro-
blem liege vor und A C Q sei eine Stichprobe. Zu jeder Zahl k € N ist ein
k-Ndchste-Nachbarn-Klassifikator (k-NN-Klassifikator)

f:Sx —={1,2,...,r}, v — f(2)
wie folgt definiert:

1. Zu x € Sx wdhle man k ndchste Nachbarn x;,,x;,,...,x; in der Da-

tenmenge zur Stichprobe A.

k

2. Man bestimme die Zahlen

ng:=|{je{l,... .k} x;, € X(Q)}

3. Man setze f(z) := L, falls
ny = max(ny, no, ..., n,)

gilt. Ist L durch diese Eigenschaft nicht eindeutig bestimmt, so wdhle
man unter den mdaglichen Indizes einen zufillig aus.

Es stellt sich unmittelbar die Frage nach der »>richtigen« Wahl von k. Die
Antwort ist in vielen Féllen sehr einfach:

FESTSTELLUNG 2.4: Besitzt die Stichprobe A die Figenschaft
Vw,w' € A X(w)=XW)=Y(w) =Y (W),

so gilt fir jeden 1-NN-Klassifikator f: T(f,A) = 1; insbesondere lost f das
Optimierungsproblem (3).
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BEWwEIS: Es sei z = X (w) mit w € A. Nach Voraussetzung gibt es kein
w € A mit Y(w) # Y (). Folglich besitzt jeder 1-Nédchste Nachbar von z
diesselbe Klassenzugehorigkeit L wie w, womit f(z) = L ist. O

Die obige Feststellung konnte man als Indiz dafiir betrachten, dass der
Zielansatz (3) der richtige ist. Die folgende Diskussion wird aber zeigen, dass
dies nicht der Fall ist.

DISKUSSION EINES EXPERIMENTS

Jeder basierend auf einer Stichprobe A C () ermittelte Klassifikator f : Sx —
{1,2,...,7} soll auch Objekte w € 2\ A moglichst oft korrekt klassifizieren:

Diese Eigenschaft von f bezeichnet man als Generalisierungsfihigkeit. In Be-
zug auf diese Eigenschaft wurde folgendes Experiment durchgefiihrt: In dem
Experiment wurde die frither beschriebene Stichprobe A aus 572 chemischen
Zusammensetzungen von Olivendlen aus 3 Herkunftsregionen zuféllig in zwei
disjunkte Teilmengen geteilt:

A= Atrain U Atest' (5)

Die im Weiteren als Trainingsmenge bezeichnete Teilmenge Ai., enthielt
60% der Daten, die Testmenge Ay entsprechend 40%. Basierend auf der
Menge Arain wurden k-NN-Klassifikatoren f; fiir k € {1,2,...,13} erstellt,
wobei nur die Merkmale »Olséuregehalt< und sLinolsiuregehalt< benutzt
wurden. Die totalen Trefferquoten T'( fi, Atrain) auf der Trainingsmenge und
T(fr, Atest) auf der Testmenge wurden fiir alle Klassifikatoren f; ermittelt.
Die Trefferquoten T'(fr, Atest) konnen dabei als Maf fiir die Generalisie-
rungsfiahigkeit von f; gesehen werden.

Um einen Eindruck von den im Experiment ermittelten Klassifikatoren
zu erhalten, ist der Klassifikator f; in den Abbildungen 5 und 6 grafisch
dargestellt. Man beachte hierbei, dass die Auspragungen der betrachteten
Merkmale vor der Bestimmung des Klassifikators standardisiert wurden.

Das Experiment wurde vier mal mit unterschiedlichen zufélligen Auftei-
lungen (5) wiederholt. Die Ergebnisse fiir die verschiedenen Aufteilungen sind
in Abbildung 7 in unterschiedlichen Farben dargestellt. Die durchgezogenen
Linien stellen dabei die Verldufe der Trefferquoten T'( fx, Atrain) abhéingig von
k und die gestrichelten Linien die der Trefferquoten T'(fi, Atest) dar.
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Abbildung 5: 5-NN-Klassifikator fiir die Datenmenge Olive Oils

Hell gefidrbte Punkte: Trainingsmenge mit wahrer Klassenzugehorigkeit
Dunkel gefiirbte Punkte: Testmenge mit prognostizierter Klassenzugehorigkeit

Farbkodierung der Regionen wie in Abbildung 4

Linolsaure

Abbildung 6: 5-NN-Klassifikator fiir die Datenmenge Olive Oils (Ausschnitt)
Farbkodierung der Punkte wie in Abbildung 5
Farbkodierung der Regionen wie in Abbildung 4
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Abbildung 7: Trefferquoten von k-NN-Klassifikatoren abhéngig von k:
durchgezogene Linien: T'( fx, Atrain), gestrichelte Linien: T'( f, Atest)

Folgende Beobachtungen kann man anhand der Ergebnisse des Experimentes
machen:

e Es gilt stets T'(fr, Atrain) > T(fr, Atest)-

Interpretation: Die Trefferquote auf der Trainingsmenge ist deswegen
hoher als auf der Testmenge, weil die in der Trainingsmenge steckende
Information iiber die Klassenaufteilung der Objekte w in die Definition
von fi eingeht.

e Wie erwartet — siche Feststellung 2.4, ist T'(f1, Atrain) = 1. Bemerkens-
wert ist aber, dass der Mittelwert der vier Werte von T'(f1, Atest) bei
etwa 0.898 liegt, wihrend der Mittelwert der vier Werte fiir T'(f5, Atest)
bei etwa 0.907 liegt, also grofler ist. Dies gilt auch fiir andere Werte von
k, wie etwa k = 7.
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Interpretation: Wenn man die Mittelwerte der Trefferquoten auf der
Testmenge als Maf fiir die Generalisierungsfahigkeit nutzt, so besitzt
der Klassifikator mit der hochsten Trefferquote auf der Trainingsmen-
ge nicht notwendig die hochste Generalisierungsfihigkeit. Dies kann an
einem Sachverhalt liegen, den man als Querfitting bezeichnet: Der Klas-
sifikator f; beispielsweise ist aufgrund seiner Definition préazise an die
Trainingsstichprobe angepasst. Die Samples dieser Stichprobe kénnen
jedoch auch nicht typische oder Grenzfélle enthalten, also etwa Oli-
venolproben, die zwar definitiv sardischer Herkunft von ihrer Zusam-
mensetzung aber eher vom norditalienischen Typ sind. Die prézise An-
passung an solche Fiélle fiithrt in der Teststichprobe zu einer erhohten
Fehlerrate. Man beachte, dass im vorliegenden Fall Klassifikatoren fj
mit k > 1 weniger zu einer solchen prézisen Anpassung neigen.

Wenn man nur Einzelverldufe betrachtet, wie zum Beispiel die in hell-
griiner Farbe dargestellte dritte Wiederholung des Experiments, so ist
der Effekt noch ausgeprigter zu sehen: Es ist dann T'(f1, Ates;) = 0.916
aber T(f?n Atest) = 0.929 und T(f57 Atest) - T(f107 Atest) = T(fll; Atest)
= 0.920.

Schlussfolgerung: Da die Generalisierungsfdhigkeit eines Klassifikators eine
wichtige FEigenschaft ist, ist (3) immer noch keine angemessene Formulierung
des Ziels, das bei der Losung des allgemeinen Klassifikationsproblems verfolgt
werden sollte.

2.2 Stochastische Sicht

Der im letzten Abschnitt eingefiihrte k-Néchste-Nachbarn-Klassifikator wur-
de basierend auf empirischen Uberlegungen eingefithrt. Das ist im Data Mi-
ning ein durchaus akzeptiertes Prinzip. Weiter- oder tiefergehende Fragen
kann man auf diese Weise jedoch nicht beantworten. Solche sind zum Bei-

e Welche Eigenschaften zeichnen k-Néchste-Nachbarn-Klassifikatoren im
Vergleich mit anderen Klassifikatoren aus?

e Welche datenanalytischen Stédrken und Schwichen besitzen k-Néchste-
Nachbarn-Klassifikatoren?
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Eine prézisere mathematische Formulierung des Klassifikationsproblems ist
erforderlich. Wegen der Abhéngigkeit der Ergebnisse von zuféllig aus €2 gezo-
genen Stichproben, muss hierzu die Stochastik genutzt werden. Im Folgenden
werden die notwendigen stochastischen Fakten zusammengetragen.

1. Ereignisse bei der Datenerhebung: Im Zusammenhang mit der
Bestimmung der Auspridgungen von Merkmalen von Objekten w € 2
treten bestimmte Ereignisse auf, die im Kontext des Data Mining rele-
vant sind. Ist beispielsweise €2 die Gesamtheit aller im Jahr 2020 auf den
Markt gebrachten Flaschen von italienischem Olivendl, so sind solche
Ereignisse:

>Aus Q wird bei einer Stichprobe eine Flasche mit einem Olséuregehalt
O(w) € [72%, 73%)] gezogen.<

>Eine Stichprobe A C Q enthélt 5 Flaschen Olivenol aus dem sardi-
schen Inland.<

Alle diese relevanten Ereignisse werden in einer o-Algebra & iiber 2
zusammengefasst.

Man beachte, dass diese o-Algebra Bedingungen allgemeiner Art, so-
wie kontextspezifische Bedingungen erfiillen muss: Allgemein muss zum
Beispiel Q0 € € gelten, da das Ereignis >Bei einer Stichprobe wird ein
Objekt aus der Klasse k gezogen.< immer relevant ist. Andererseits
kann man den Fettsduregehalt nicht genau messen, sondern abhéngig
von der eingesetzten Messtechnik nur bis auf einen unvermeidbaren
Messfehler. Folglich ist das Ereignis >Bei einer Stichprobe wird eine
Flasche Olivensl mit einem Olsduregehalt O(w) = 72,976318% gezo-
gen.< nicht relevant, falls der Messfehler grofier als 0.01 sein kann.

2. Ereigniswahrscheinlichkeiten: Fiir das Eintreten der Ereignisse E €
& existieren Wahrscheinlichkeiten P(E). Diese liefern ein Wahrschein-
lichkeitsma8l P : £ — [0, 1].

Das Wahrscheinlichkeitsmafl P ist unbekannt.

3. Priors: Insbesondere existieren die unbekannten Wahrscheinlichkeiten
pr = P() = P(Y(w) = k);

diese nennt man a-priori Wahrscheinlichkeiten oder Priors.
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4. Ereigniswahrscheinlichkeiten bei gegebener Klasse: Das Wahr-
scheinlichkeitsmafl P : £ — [0, 1] liefert klassenweise Wahrscheinlich-
keitsmafle Py : & — [0, 1]: Fiir jedes k € {1,2,...,r} betrachtet man
die o-Algebra

gkIZ{EﬂQkIEEg}

und definiert das Wahrscheinlichkeitsmafl P, durch die Formel

Pu(E) = iégk)) _ pikP(E').

5. Mischverteilung: Fiir das Mafl P gilt nach dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit

k=1

6. Bedingte Wahrscheinlichkeiten: Die Wahrscheinlichkeiten Py(E")
kann man auch als bedingte Wahrscheinlichkeiten deuten: Allgemein
ist

P(ENQy)

P(Q)

die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses E gegeben,

dass das Ereignis ) eingetreten ist.

P(E|y) =

Alle bisher eingefithrten mathematischen Objekte sind unbekannt, miissen
also basierend auf der Datenmenge zu einer Stichprobe A C ) geschétzt
werden. Da nur die Auspragungen der Merkmale X3, ..., X, Y beobachtbar
sind, miissen diese entsprechend in die stochastische Sicht einbezogen werden.
Dies geschieht, indem man sie als Zufallsvariablen betrachtet.

7. Zufallsvariablen: Ein Paar (M, M) bestehend aus einer Menge M
und einer o-Algebra M {iber M heifit Messraum.

Eine M -wertige Zufallsvariable ist eine messbare Abbildung Z : Q —
M, das heifit Z besitzt die Eigenschaft

VNeM Z'N)e&.

Die Urbildmenge Z }(N) = {w € Q: Z(w) € N} schreibt man héufig
in der intuitiven Kurzform {Z € N}.
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Von besonderer Bedeutung sind reelle Zufallsvariablen: Uber den re-
ellen Zahlen R ist der Borelkirper B! eine natiirliche o-Algebra. B!
ist die kleinste o-Algebra, die alle offenen Intervalle in R enthélt. Eine
reelle Zufallsvariable ist eine Borel-messbare Funktion Z : Q — R.

. Merkmale als Zufallsvariablen: Die Merkmale X;,...,X,,Y sind
bei einer dem jeweils vorliegenden Anwendungskontext angepassten
Wabhl der o-Algebra £ und von o-Algebren S auf Sy fast automatisch
Zufallsvariablen. Die folgenden Beispiele zeigen, was das bedeutet:

Ist Xj : 2 — S ein kategorielles oder ordinales Merkmal mit endlich
vielen Auspridgungen s € Sy, so wird man das Eintreten von >Aus (2
wird ein Objekt w mit einer der Ausprdgungen si,...,s, € S, von X
gezogen.< als relevantes Ereignis ansehen. Folglich sollte

{we: Xp(w) €{s1,..,8.3} =X ({51,...,8,}) €E

gelten. Weiter wird X}, messbar, wenn man fiir Sy die Potenzmenge
P(Sy) als o-Algebra wiihlt.

Sei nun X, :  — Sp C R ein reellwertiges Merkmal, dessen Aus-
pragungen durch Messung mit einem Messgerdt ermittelt werden. Da
solche Geriite nicht vollig prézise arbeiten, ist eine Angabe der Form
Xk (w) = s nicht sinnvoll. Besser ist es Angaben der Form X (w) = s+e
mit einem € > 0 zu betrachten, also in die o-Algebra £ FEreignisse
der Form »Aus  wird ein Objekt w mit der Eigenschaft X;(w) €
(s — €, s +¢€) gezogen.< aufzunehmen. Ist nun Sy, selbst ein Intervall, so
wird X messbar, wenn man iiber Sy die o-Algebra

Sy = {BﬂSk:BEBl}
wahlt.

. Wahrscheinlichkeiten auf dem Merkmalsraum: Die Merkmale
X1,...,X, konnen zu einer Zufallsvariablen

X:Q—= 5%, w— (Xi(w),...,X,(w))

zusammengefasst werden, indem man auf dem kartesischen Produkt
Sx =51 x ... xS, die Produkt-o-Algebra

S=8®..88,
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10.

wéhlt. Letztere ist die von den Mengen Ay x - - - x A,, Ay € Sk, erzeugte
o-Algebra.

Man kann nun das Bildmaf
Px:Sx = [0,1], A P(X 1 (4) = Plw € N: X(w) € 4})
als Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf Sy einfiihren.

A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten: Das Klassifikationsproblem be-
steht grob darin, die Klassenzugehorigkeit Y (w) eines Objekts w an-
hand der Merkmalsauspragungen (X;(w),...,X,(w)) = X(w) zu be-
stimmen. Es ist klar, dass dabei die bedingten Wahrscheinlichkeiten

PY=kXecA), AcS,

also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Objekt zur Klasse k gehort
gegeben, dass seine sonstigen Merkmalsausprégungen in einem bestimm-
ten Bereich A liegen, eine wichtige Rolle spielen. Fiir diese gilt

P(X € AlY =k) P(X € AlY =k)

P(Y = k|X € A) = P(Q) PXed) P Pda)

fir jedes k € {1,...,7}.

Es fehlt nun nur noch, die Klassifikatoren selbst in die stochastische Sicht zu
integrieren: In der naiven Sicht des Problems wurden als Klassifikatoren alle
Abbildungen f : Sx — {1,2,...,7} zugelassen. Das ist bei der stochastischen
Herangehensweise nicht moglich, wie gleich klar wird.

11.

Suchraum fiir Klassifikatoren: Um die Giite eines Klassifikators
f:Sx —{1,2,...,7r} zu quantifizieren werden im Folgenden die Wahr-
scheinlichkeiten von Trefferereignissen

{we: f(Xi(w),....Xp(w)) =Y (w)}
betrachtet. Damit dies moglich ist, muss die Abbildung
foX:Q—={1,2....r}, w— f(Xi(w),..., Xp(w))

als Zufallsvariable betrachtet werden, was wiederum im allgemeinen nur
moglich ist, wenn f : Sy — {1,2,...,r} messbar ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn f~!(k) € S fiir jedes k € {1,2,...,r} gilt.
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Als Konsequenz muss man >gute< Klassifikatoren in der Teilmenge
M(Sx,{1,2,...,r}) C Abb(Sx,{1,2,...,r})

der messbaren Abbildungen suchen. Wie sich im Lauf der Vorlesung
zeigen wird, kann es allerdings durchaus sinnvoll sein den Suchraum
fiir einen >»guten< Klassifikator von vornherein auf eine Teilmenge

F C M(Sx,{1,2,...,7})
zu beschrinken. Die Menge F wird auch als Modellraum bezeichnet.

Mit Hilfe der bis zu diesem Punkt eingefiihrten stochastischen Begriffe kann
man eine Optimalitatseigenschaft von Klassifikatoren prizise formulieren:

DEFINITION 2.5: Es liege das in den Punkten 1 bis 11 formulierte Klassi-
fikationsszenario vor. Fiir einen messbaren Klassifikators f : Sx — {1,...,r}

wird dann die Grofle
P(f(X1,....,.X,)=Y)=P{w e Q: f(Xi(w),..., X,(w)) =Y (w)})

als totale Trefferwahrscheinlichkeit bezeichnet.
Entsprechend bezeichnet man die Grofle

PUF(X1, .. X)) = kY = k) = —P(f(X1,... X)) = kAY = k)

Pk
als Trefferwahrscheinlichkeit in der Klasse k.
Sind wy, ..., w, € [0,1] Gewichte, so bezeichnet man die Grifse

P(f(X1,..., Xp) =Y )= > wiP(f(X1,..., X,) = kY = k)

als gewichtete totale Trefferwahrscheinlichkeit.
BEMERKUNGEN:
1. Da f und damit f o X messbar ist, liegt fiir jedes k die Menge
(f o X) "M (k) N
in der o-Algebra £. Damit liegt auch

r

{we: f(Xi(W). . Xp(w) = Y(w)} = | J(f o X) (k) N

k=1
in £, die totale Trefferwahrscheinlichkeit ist also wohldefiniert. Die
Mengen rechterhand sind paarweise disjunkt, daher folgt:
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2. P(f(X1,.. X)) = Y) :ép(x € R AY = k).

3. Nach Punkt 5 des Klassifikationsszenarios gilt
P(f<X17"-7Xp) :Y)w = P(f(XhaXp) :Y)u
falls man w;, = pp whlt.

Mit Hilfe der Trefferwahrscheinlichkeit(en) kann man nun auch prézise de-
finieren, was man unter einer Losung des Klassifikationsproblems verstehen
mochte:

DEFINITION 2.6: Es liege das in den Punkten 1 bis 11 formulierte Klas-
sifikationsszenario vor. Weiter seien F C M(Sx,{1,2,...,r}) eine Menge
messbarer Klassifikatoren und wy,...,w, € [0,1] Gewichte. Als allgemeines
Klassifikationsproblem bezeichnet man das Optimierungsproblem

argmax(P(f(X1,...,X,) =Y),: f €F). (6)

Jede Losung dieses Optimierungsproblems heifst entsprechend Losung des
Klassifikationsproblems.

BEZEICHNUNGEN: In dem durch die Definition 2.6 gegebenen Rahmen
sind in der Literatur verschiedene Bezeichnungen fiir die Zufallsvariablen
Xy, ..., X,, Y gebrauchlich: Die X; werden als unabhdingige Variablen, In-
puts, Prddiktoren oder einfach als Merkmale bezeichnet. Die Zufallsvariable
Y wird entsprechend abhdingige Variable, Output oder Response genannt.
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3 Bayes-Klassifikation

Basierend auf den theoretischen Uberlegungen des vorigen Abschnitts werden
in diesem Abschnitt explizite Losungen des Klassifikationsproblems in zwei
Fillen gewonnen, in denen jeweils weitere Annahmen iiber die Merkmale
X1, ..., X, gemacht werden. Die erhaltenen Ergebnisse gelten auch ohne diese
Zusatzannahmen, was hier aber nicht bewiesen wird.

3.1 Inputs mit abzihlbar vielen Ausprigungen

Im Folgenden wird angenommen, dass jedes Merkmal X abzdhlbar viele
Auspragungen besitzt; man kann also annehmen, dass die Menge Sy jweils
endlich oder abzéhlbar unendlich ist. In diesem Fall ist auch die Menge Sy
abzéhlbar, da endliche Produkte abzidhlbarer Mengen selbst abzadhlbar sind.
Wie im vorherigen Abschnitt ausgefiihrt, wird Sy dann mit der Potenzmenge
P(Sk) als o-Algebra versehen. Fiir die Produkt-o-Algebra auf Sx folgt

Die gewichtete totale Trefferwahrscheinlichkeit einer messbaren Funktion
f:Sx —{1,2,...,r} lasst sich dann als

M-
g
T

P(f(Xy,....X,)=Y), = (f(Xy,...,Xp) =Ek)Y =k)

e
Il
—

I
M%

wP(X € fUR)Y = k)

=
Il
—

w
k

P(X € [T (k) AY = k)

I
R
T8

k=1

= Z% > PX=xzAY=k)
k=1 eef (k)

= 2o 2 PY =KX =2)Px(x)
=1 aef=i(h)

= > > 2P =KX =u2)Px(z)
k=1lzef-1(k)

schreiben, wobei die inneren Summen gegebenenfalls absolut konvergente,
unendliche Reihen sind. Die Summe beziehungsweise Reihe auf der rechten
Seite der letzten Gleichung besitzt die Eigenschaften:

e simtliche Summanden sind nicht-negativ,
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e jedes z € Sx legt genau einen Summanden fest,
e Px(z) ist nicht von f abhéngig.

Die Summe wird folglich maximal, falls f so gew&hlt wird, dass jeder der
Terme “EP(Y = k[X = x) maximal wird. Man beachte dabei, dass ein
Klassifikator f durch die Partition

Sx=fHOHuftRu...uftr)

eindeutig bestimmt ist. Die gerade durchgefithrte Uberlegung beweist den
nachfolgenden Satz:

SATZ 3.1: FEs liege das in den Punkten 1 bis 11 von Abschnitt 2.2 formu-
lierte Klassifikationsszenario vor, wobei die Mengen Si,...,S, zu den Merk-
malen Xy, ..., X, jeweils abzihlbar seien.

Weiter sei F = M(Sx,{1,2,...,7}) und wy, ..., w, € [0,1] seien beliebige
Gewichte.

Dann ist die Abbildung

b:Sx — {1,...,7’}
b(z) = k, (7)
wobei TEP(Y = k|X =x) = max(%P(Y =j|X=x):je{l,...,r})

eine Losung des Optimierungsproblems (6).
Man nennt b einen Bayes®-Klassifikator zu dem gegebenen Klassifikati-
onsproblem.

BEMERKUNG: Das Wahrscheinlichkeitsmafl, P und die Gewichte
wy, ..., w, legen b nicht eindeutig fest, da das Maximum in (7) fiir mehre-
re Indizes k angenommen werden kann. In diesem Fall kann man theoretisch
einen beliebigen dieser Indizes k als Funktionswert b(x) wéhlen. In der Praxis
ist das je nach Kontext nicht unbedingt empfehlenswert — siehe das Beispiel
3.2.

In der Praxis kann der Bayes-Klassifikator b (natiirlich) nicht exakt ange-
geben werden, da P unbekannt ist. Stattdessen ermittelt man eine Schétzung
b von b anhand einer Stichprobe A C Q: Ist die zu A gehérende Datenmenge

(x(l), y(l)), . (x("),y(")), 29 e Sx, y(i) e{1,2,...,r},

3Thomas Bayes, englischer Geistlicher, 1701(?) — 1761
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so ergeben sich als Schétzer fiir die Priors:

. Hiel:y® =}
J - n )

und fiir die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(Y = j|X = x):

Hiel:a® =znAy?D =}

ﬁA(Y:ﬂX:x): ’{iEI:m(i):$}‘ . (9)

Der sogenannte Plug-in-Schdtzer des Bayes-Klassifikators b ist dann:

bp:Sx — {1,...,7}

ba(xz) = k,wobei (10)
EP\(Y =k|IX =2) = max(ZP\(Y =jlX=2):j€{l,....r}).

Die Bezeichnung Plug-in-Schétzer rithrt daher, dass man in die Formel (7)
an allen Stellen Schétzer fiir die unbekannten Grofien einsetzt (to plug in:
einstecken).

BeispieL 3.2 (Klassifikation von Pilzen): Wir betrachten die im UCI
Machine Learning Repository [UCI] zur Verfiigung gestellte Datenmenge
>Mushroom« bestehend aus Beschreibungen von 8124 Pilzexemplaren der
Gattungen Champignons (lat.: Agaricus) und Schirmlinge (lat.: Lepiota).
Zur Beschreibung werden 22 kategorielle Merkmale genutzt, von denen in
diesem Beispiel aber nur drei betrachtet werden, nédmlich:

e cap-color (Hutfarbe) mit den 10 Auspragungen: brown=n, buff=b, cin-
namon=c, gray=g, green=r, pink=p, purple=u, red=e, white=w, yel-
low=y;

e gill-color (Lamellenfarbe) mit den 12 Auspriagungen: black=k, brown=n,
buff=b, chocolate=h, gray=g, green=r, orange=o, pink=p, purple=u,
red=e, white=w, yellow=y;

e bruises? (Verfirbung bei Druck): true=t, false=f.

Es liegen also drei Merkmale X, X5, X3 mit endlichen Wertebereichen
S1,Ss, 53 vor. Der Merkmalsraum Sy ist eine endliche Menge mit |Sy| =
10 - 12 - 2 = 240 Elementen. Die Pilze sind in zwei Klassen unterteilt; das
Klassenmerkmal Y besitzt die Auspragungen
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Abbildung 8: links: Agaricus campestris, rechts: Lepiota castanea
(Quelle: Wikimedia Commons, (©)Andreas Kunze, Lizenz CC BY-SA 3.0)
(Quelle: Wikimedia Commons, (©Ryane Snow, Lizenz CC BY-SA 3.0)

ANMERKUNG: Zur Gattung der Schirmlinge gehort die Pilzart Lepiota brunneoincarnata,
eine der gefihrlichsten Giftpilzarten. Die Spezies dieser Art enthalten u.a. den Giftstoff
a-Amanitin, der weder beim Kochen noch im Magen zerstort wird, und nach Aufnahme
in den Organismus den Zelltod etwa von Leberzellen bewirkt. Fiir einen Menschen von 70

Kilogramm Gewicht liegt die tédliche Dosis bei etwa 7 Milligramm.

e p=poisonous (giftig), e=edible (essbar).

Um die Haufigkeitsverteilung der verschiedenen Merkmalsauspréagungen von
X = (X1, X, X3) = (cap-color, gill-color, bruises?)

darzustellen, werden sogenannte Heat Maps verwendet, in denen die Haufig-
keit farbkodiert erscheint. Da sich die Verteilung dreier kategorieller Merk-
male in einem solchen Diagramm nicht darstellen lasst, werden die Merk-
malsauspragungen

bruises? = t und bruises? = f

separat dargestellt. Um einen Vergleich der Schétzungen (9) der a-posteriori-
Wahrscheinlichkeiten zu ermoglichen, werden weiter die Haufigkeitsverteilun-
gen fiir die beiden Ausprigungen des Klassenmerkmals

Y=eund Y =p

jeweils separat dargestellt.
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In Abbildung 9 sind die Verteilungen der Merkmalsauspragungen von cap-
color und gill-color bei fester Auspragung Bruises? = f dargestellt, wobei die
Klassen essbarer und giftiger Pilze einander gegeniibergestellt werden. Die in
den Feldern der Heat Map angegebenen Zahlen sind die absoluten Héufig-
keiten. Der Farbton des Feldes gibt von blau nach rot wechselnd steigende
Héaufigkeiten an. So kann man aus der Abbildung 9 etwa ablesen, dass es in
der Stichprobe >Mushroom« 52 essbare Pilze mit den Auspridgungen

gill-color = w, cap-color = w, bruises? = f
und 22 giftige Pilze mit den Auspriagungen
gill-color = w, cap-color = n, bruises? = f

gibt.

ANMERKUNG ZU DEN HEAT MAPS: Die Heat Maps wurden mit der Software Rapidminer
9.7 erstellt. In dieser ist eine durch den Anwender definierte Reihenfolge der Darstel-
lung nominaler Auspriagungen auf den Achsen einer Heat Map nur begrenzt moglich: In
den Abbildungen 9 und 10 erscheinen die Ausprigungen des Merkmals gill-color alphabe-
tisch sortiert auf der Ordinate. Es ist dann in Rapidminer leider nicht moglich auch die
Ausprigungen von cap-color in alphabetischer Reihenfolge auf der Abszisse darzustellen.
Deren Reihenfolge legt Rapidminer nach internen Kriterien fest, wodurch sich diese fiir
zwei Heat Maps unterscheiden kann. In den Abbildungen 9 und 10 tritt diese Situation
auf. Den Vergleich der Heat Maps erschwerend kommt noch eine weitere, nicht beeinfluss-
bare Eigenschaft von Rapidminer hinzu: Merkmalauspréagungen, zu denen in der in der
Heat Map dargestellten Menge keine Samples enthalten sind, werden in der Heat Map

weggelassen.
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Y=edible und bruises?=f
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Abbildung 9: Gegeniiberstellung der Haufigkeitsverteilung in der Datenmen-
ge >Mushroom« bei bruises?=f: Essbare Pilze oben, Giftpilze unten
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Y=edible und bruises?=t
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Abbildung 10: Gegeniiberstellung der Haufigkeitsverteilung in der Datenmen-
ge >Mushroom« bei Bruises?=t: Essbare Pilze oben, Giftpilze unten
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Wir wollen nun einen Pilz mit den Merkmalsauspragungen
x := (gill-color = w, cap-color = n, bruises? = f)

im Hinblick auf seine Essbarkeit beziehungsweise Giftigkeit klassifizieren. Da-
bei soll der aus der Datenmenge >Mushroom« geschétzte Bayes-Klassifikator

gA : Sx — {e,p}

eingesetzt werden; hierbei ist A die der Datenmenge unterliegende Stichprobe
von Pilzen.
Als Schétzer der Priors (8) ergeben sich:
4208 3916
Der = —— = 0.518, p,p = —— = 0.482.
Pe = gioq = V018 Poa = oy =048
Die Werte wurden auf drei Nachkommastellen gerundet, was auch im Weite-
ren so gehandhabt wird.
Wegen der hohen Gefihrlichkeit mancher giftiger Arten in der Gattung
Lepiota gewichtet man die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(Y = p|X =
x) und P(Y = e|X = x) aus Vorsicht zugunsten der Klassifikation Y = p:

wy = 0.7, we := 0.3.

Aus den Heat Maps liest man ab:

_ 40 20
WY =elX =)= 555 T 5
und 2 11
DY =plX = 2) = -
MY =pIX =2) = s = 5
Damit ergibt sich
We ~ 0.3 20
Le PV =e|X =) = —> . =2 ~0.374
GV =elX =a) =g o
und 0.7 11
wp ~ .
W By =p|X =) = — . == ~0.515.
GV =X =) = e 5
Folglich ist R
ba(z) = p,
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der Pilz wird als giftig eingestuft.
Fiir einen Pilz mit den Merkmalsauspriagungen

x := (gill-color = p, cap-color = g, bruises? = t)

erhélt man unter Benutzung von Abbildung 10:

R 144 9
AV =elX=0)=1r—==10
und 39 i
DY =p|X =)= —>2 2
AV =plX =2) = =
Es folgt
w, ~ 03 9
e By —elX =2) = —2 . L ~0.474
Pen AY =elX =) =e5 T
und 07 5
wy =~ .
e By = p|X =) = —— . = ~ 0264,
Fa Y =P =) =
womit

ba(z) =€
gilt, der Pilz daher als essbar eingestuft wird.

Die Abbildung 11 ist der Versuch einer Visualisierung der Schéitzung BA
des Bayes-Klassifikators. Hierzu wurden fiir alle Ausprégungskombinationen
x € Sx die Werte by(x) berechnet, sofern dies moglich ist, das heifit so-
fern iiberhaupt Pilze mit der Auspriagungskombination x in der Stichprobe
A enthalten sind. Die Félle bruises? = f und bruises? = ¢ sind aus denselben
Griinden wie frither wiederum separat dargestellt. Die theoretisch zunéchst
nicht vorgesehene Klassifikation »unklar< wird dann vergeben, wenn entwe-
der keine Pilze mit der betrachteten Ausprigungskombination in der Stich-
probe enthalten sind oder wenn die Gleichung

e PY =e|X = 1) = —ZP(Y = p|X = 1)
Pe,A DPp.A

gilt.
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cap-color
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gill-color
Klassifikation
M p (giftig) ™ unklar W e (essbar)

bruises?=t —
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Abbildung 11: Visualisierung der Schiatzung /b\A des Bayes-Klassifikators
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Fiir die Darstellung in Abbildung 11 gelten die bereits frither zu Heat Maps
gegebenen Hinweise. &

Wie das letzte Beispiel zeigt, ist die Durchfithrung einer Bayes-Klassifikation
anhand der vor dem Beispiel gegebenen allgemeinen Ausfiithrungen im Prin-
zip festgelegt. Bei ungiinstiger Datenlage enthilt die Menge {i € I : 20 = x}
jedoch nur wenige oder gar keine Elemente. In diesem Fall ist eine Schitzung
der a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten mittels Formel (9) nicht mdoglich. Im
Beispiel tritt dieser Fall etwa fiir einen Pilz mit den Merkmalsauspragungen

x := (gill-color = g, cap-color = g, bruises? = t)

ein. Da es weltweit ungefdhr 600 Arten der Gattungen Agaricus und Lepiota
gibt und manche Arten seltener als andere sind, kann es sein, dass die hier
betrachtete Stichprobe einige dieser Arten nicht représentiert. Es gibt (min-
destens) zwei Methoden um diese Problematik in der Praxis zu handhaben.

NAIVE BAYES-KLASSIFIKATION

Die zu schitzende a-posteriori-Wahrscheinlichkeit P(Y = j|X = x) ldsst sich
als

, P(X = 2]V =

PY =j|X =z) = p, ( | )

Px ()
schreiben. Man macht nun die
ANNAHME: Die Zufallsvariablen X, ..., X, sind klassenweise bedingt un-
abhdngig in dem Sinn, dass die Gleichung
p
P(X =alY = j) = [[ P(Xe = w|Y = j) (11)
=1
fir alle x € Sx und alle j € {1,...,r} gilt.
Dann erhalt man
P
[ P(Xe = zY = j)
P(Y =j|X =2)=p, =2

Den nicht von der Klasse 7 abhéingenden Term Py (x) kann man ignorieren
und gelangt zum folgenden
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SATZ 3.3: FEs liege das in den Punkten 1 bis 11 von Abschnitt 2.2 for-

mulierte Klassifikationsszenario vor, wobei die Merkmale X, ..., X, jeweils
abzihlbare Auspragungen besitzen. Weiter sei F = M(Sx,{1,2,...,7}) und
wy, ..., w, € [0,1] seien beliebige Gewichte.

Unter der Annahme (11) ist dann die Abbildung

anSX — {17...,7“}
bp(x) = k, (12)

p

p
w (o . .
SI[PXe=ay =k) = max(-L[[P(Xe=m|Y =j):je{l.....1}),
Pk 2y Pi 5y

eine Losung des Optimierungsproblems (6).
Man nennt b, einen naiven Bayes-Klassifikator zu dem gegebenen Klas-
sifikationsproblem.

BEMERKUNG: Der naive Bayes-Klassifikator wird héufig auch dann ein-
gesetzt, wenn die Annahme (11) nicht erfiillt ist und kann dennoch gute
Ergebnisse liefern.

Eine Schétzung /b\n A von b, anhand einer Datenmenge
(W, Wy, (:1:(”), y(”)), @ e S,y e {1,2,...,1}

zu einer Stichprobe A C Q) ermittelt man nun wie folgt: Die apriori-Wahr-
scheinlichkeiten p; werden wie frither geméa8

. [{iel:y"=j}
PjA =
n

geschétzt. Schétzer fiir die merkmalsweisen, bedingten Wahrscheinlichkeiten

liefert

il af =rih =)
{iel:y®=j}

Der Plug-in-Schétzer fiir den naiven Bayes-Klassifikators b,, ist dann:

Py(Xy = |Y = 5) =

boa:Sx — {l,....r}

?b\mA () := k,wobei (13)
P we L
H (Xe=mz[Y =k) = max(== [[Pa(Xe=aY =j):je{1,....,r}).
pkA =1 Pja ;5
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Der Vorteil des naiven Bayes-Klassifikators im Vergleich zum gewdhnlichen
ist, dass weniger Groflen zu schétzen sind und die beim gewdhnlichen Bayes-
Klassifikator dabei moglicherweise auftretenden Problem im naiven Fall nicht
auftreten konnen: Verschwindende Nenner kénnen nur im Fall einer leeren
Stichprobenklasse A; = ©; N A auftreten und in einem solchen Fall ist eine
Erweiterung der Stichprobe unvermeidbar.

BeispiEL 3.4 (Klassifikation von Pilzen (Forts.)): Zur Schétzung eines
naiven Bayes-Klassifikators im Beispiel 3.2 miissen insgesamt

2-(10+12+42)+2=50
Werte aus der Datenmenge berechnet werden, im Unterschied zu den
2-(10-12-2) +2 =482

Werten im Fall des gewhnlichen Bayes-Klassifikators. Dies sind zunéchst die
Schétzungen fiir die beiden a-priori-Wahrscheinlichkeiten:

~ 4208 3916

. 051 — 0.482.
Pen = gigg = 0918, Ppa = ooy = 048

Fiir jede Auspragung z; € S X, jedes der drei Merkmale X; sind dann die
Werte Py(X; = z;|Y =€) und Py(X; = 2;]Y = p) zu berechnen. Die Héufig-
keltsvertellungen von X, = cap- color und X, = gill-color sind gruppiert nach
den Auspriagungen von Y in Abbildung 12 dargestellt. Fiir X3 = bruises? er-
gibt sich:

2752

Pa(Xa = 1Y =€) = Jo0= = 0654, Pa(Xa = 1Y = p) = $25 = 0.150,
. 1456 5
P\(X3=f]Y =¢) = o~ O 346, Py(X3 = f]Y =p) =22 =0.841.

Will man nur einen konkreten Pilz klassifizieren, reduziert sich der Auf-
wand auf diejenigen Auspriagungen, die der Pilz besitzt.
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Abbildung 12: Haufigkeitsverteilungen von cap-color und gill-color
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Wir betrachten einen der beiden bereits im Beispiel 3.2 klassifizierten
Pilze. Dieser besitzt die Auspragungen

x = (gill-color = w, cap-color = n, bruises? = f).

Hierzu gilt bei Rundung auf drei Nachkommastellen:

E’A(gill-color =w|Y =e) 8 =0.227
Py(gill-color = wlY =p) = 2% =10.063
EA(cap—color =nlY =e) = 23 =0.300
Py(cap-color =n|Y =p) = 323 =0.260
Py(bruises? = f|Y =¢) = 1456 _ (346
]3A(bruises? = flY =p) 3202 —0,841.

Benutzt man wieder die Gewichte w, = 0.7 und w. = 0.3, so ergeben sich
fiir die Groéfien

t, = ﬁZPA Py (gill-color = w|Y = p)Px(cap-color = n|Y = p) Py (bruises? = f|Y = p)
te == = Py (gill-color = w|Y = €) Py (cap-color = n|Y = e) Py (bruises? = f|Y = ¢)
die Werte

t, = % -0.063 - 0.260 - 0,841 = 0.020

te = ﬁ -0.227 - 0.300 - 0.346 = 0, 015.

Alle Werte wurden wieder auf drei Nachkommastellen gerundet. Es folgt

o~

bn,A(x) =D,

der Pilz wird also wie im Fall des gewthnlichen Bayes-Klassifikators als giftig
klassifiziert. &

NACHSTE-NACHBARN- KLASSIFIKATION

Eine Alternative zum naien Bayes-Klassifikator im Fall leerer oder zu kleiner
Mengen {i € I : ) = x} ist der in Abschnitt 2.1 eingefiihrte Nchste-
Nachbarn-Klassifikator: Anstatt diejenigen Samples in der Datenmenge zu
einer Stichprobe A zu betrachten, fiir die 29 = z gilt, erweitert man den
Blickwinkel etwas und fasst auch diejenigen Samples ins Auge, fiir die der
Abstand d(z®, x) beziiglich einer zum Anwendungskontext passenden Metrik
d: Sx x Sx — R=% hinreichend klein ist bzw. betrachtet die beziiglich der
Metrik d néchsten Nachbarn von x.
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BEISPIEL 3.5: Wir betrachten erneut die im Abschnitt 2.1 eingefiihrte
Datenmenge >Olive Oils< und beschriinken uns auf die Merkmale >Olsiure<
und >Linolsdure<. In dem dort beschriebenen Experiment zur Giite von k-
Néchste-Nachbarn-Klassifikatoren hat sich gezeigt, dass die Wahl von k£ = 3
oder k = 5 angemessen sein kénnte — siche die Abbildung 7.

Um eine Visualisierung des 5-NN-Klassifikators f5 o zu der Stichprobe A,
auf der die Datenmenge >Olive Oils< basiert, zu erhalten, wurden 10000 in
der Teilmenge

(6300, 8410] x [448, 1470] C Sy

zuféllig uniform verteilte Samples erzeugt und mit f5 a klassifiziert. Die Klas-
sifikationsergebnisse sind in Abbildung 13 farbkodiert dargestellt.

1600

1400

1200

1000

800

Linolsiure (6 x 100)

600

400

200

| T I I I I I
6500 6750 7000 7250 7500 7750 8000 8250
Olsaure (% x 100)

Gebiet
@3 @2 01

Abbildung 13: Klassifikationsgebiete f; A(k), k € {1,2,3}, auf einer Teil-

menge des Merkmalsraums von >Olive Oils<: 1: Siiditalien, 2: Sardinien, 3:
Norditalien

ANMERKUNG: Die Farbfiillung der Klassifikationsgebiete in Abbildung 13 wurde durch die
Wahl grofiler Datenpunktmarker in Rapidminer erreicht. <&
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3.2 Reellwertige Inputs

Wir machen in diesem Abschnitt die Annahme, dass die Zufallsvariablen X},
samtlich reellwertig und die Wertebereiche S C R Intervalle einer beliebigen
Art sind. Als o-Algebra auf Sy wahlt man jeweils die von der Borelschen
o-Algebra B induzierte:

Skp:={BnNSy:BeB}.
Damit ergibt sich, dass die Produkt-o-Algebra
S=8®...05,
auf dem Merkmalsraum Sx =57 X ... x S, von der Borelschen o-Algebra
BP=B®...0B

induziert wird.

Der Merkmalsraum Sy ist als Produkt von Intervallen selbst eine Borel-
menge: Sy € BP. In dieser Situation kann man sich Wahrscheinlichkeitsmafle
auf § iiber Lebesgue-integrierbare Funktionen verschaffen:

SATZ 3.6 ([Geo|, Satz 1.18): Es sei D € BP und o : D — [0,00) eine
Funktion mit den Eigenschaften:

o VceR™" {ze€D:o(zx)<c}ehBr,

. gg(x)dx =1.

Dann ist auf der durch BP auf D induzierten o-Algebra D ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ durch

P(E) ::/Q(x) dx

E

gegeben. Man bezeichnet o als Dichtefunktion zu P.
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Fiir jede der r Klassen 2, kann man die Zufallsvariable
Zy = Xla, : QU — Sx
und das zugehorige Bildmaf3
Py, : S —[0,1], A Pu(Z;1(A))

betrachten.

Wir machen nun fiir das Weitere die Annahme: Die Bildmafie Py, sind
alle gemdfs Satz 3.6 durch Wahrscheinlichkeitsdichten oy definiert.

Essei f: Sy — {1,2,...,r} ein messbarer Klassifikator und wy, ..., w, €
0, 1] seien wiederum Gewichte fiir die einzelnen Klassen. Dann gilt fiir die
gewichtete, totale Trefferwahrscheinlichkeit von f:

P(f(X1,.. X)) = V) = z weP(f(X) = K[Y = k)

— S wP(X € [ R)Y = k)

k=1

= 2 wiPy(Z € F(k))

= S Py (fH(R)

k=1

= Yw, [ ox(x)de
=

= > f wi k() dx.

=11 (0)

Die gewichtete, totale Trefferwahrscheinlichkeit wird also genau dann maxi-
mal, wenn jeder der nicht-negativen Summanden [ wyo(z) dz maximal
1 (k)
wird, wenn f die Menge Sy also so in die disjunkten Teilmengen f~*(k),
ke {1,...,r}, zerlegt, dass jedes z € Sx in derjenigen Teilmenge f~'(k)
liegt, fiir die
wror(r) = max(wy01(x), ..., w.0.())

gilt. Wir haben bewiesen:

SATZ 3.7: FEs liege das in den Punkten 1 bis 11 von Abschnitt 2.2 for-
mulierte Klassifikationsszenario vor, wobei die Merkmale X, ..., X, jeweils
reelle Intervalle S, C R als Wertebereiche besitzen.
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Weiter seien die Bildmafle Py, zu den Zufallsvariablen Zy = X|q, alle
gemdf$ Satz 3.6 durch Wahrscheinlichkeitsdichten o, definiert.

Schlieflich sei F = M(Sx,{1,2,...,7}) und wq,...,w, € [0,1] seien
beliebige Gewichte.

Dann ist die Abbildung

b:Sx — {1,...,r}
b(z) = k, (14)
wobei wiop(r) = max(wjoi(z):j€{l,...,7})

eine Losung des Optimierungsproblems (6).
Man nennt b einen Bayes-Klassifikator zu dem gegebenen Klassifikations-
problem.

BEMERKUNG: Die Eigenschaft, dass Pz, durch die Dichte g, gegeben ist,
driickt man kurz auch so aus: Die Zufallsvariable Zj ist gp-verteilt.

NORMALVERTEILTE ZUFALLSVARIABLEN /7
Ein in der Anwendung besonders verbreiteter Spezialfall von Satz 3.7 ist
durch folgende Rahmenbedingungen gegeben:

e Fir alle k£ ist S, = R.

Dann ist also Sx = RP und & = BP.

e Die Zufallsvariablen Z; sind normalverteilt:

1

_ . e*%(wfuk)tz;zl(x*#k) (15)
(2m)2 det(Xg)2

Y

or() = N (g, Xp) =

wobei € RP der Erwartungswert und Y, € RP*P die Kovarianzmatriz
von Z sind.

Da der natiirliche Logarithmus eine streng monoton wachsende Funktion ist,
gilt die Maximums-Bedingung in (14) genau dann, wenn die Bedingung

In(wyor(x)) = max(In(w;oi(x)) : j=1,...,7) (16)

gilt. Nun ist aber

In(uwjo;(r)) = 5 (e = )5 (& — py) = 5 I(2m) — S In(det(%,)) + In(u),
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womit insgesamt dasjenige k € {1,...,r} zu ermitteln ist, fiir welches
(z — )"0 (v — ) + In(det(Xg)) — 21In(wy,)
gleich dem Minimum
min((z — uj)th_l(:v — 1) + In(det(X;)) — 2In(w;) : 5 =1,...,r)  (17)

ist. Man beachte, dass die Terme (z — p;)'S; " (z — ;) Polynome zweiten
Grades in den p Variablen x4, ..., z, sind.

Wir diskutieren verschiedene Falle zur Illustration ausfiihrlicher.
Der Fallp=1und r =2

Es liegt nur ein Merkmal X = X vor. In diesem Fall gilt ¥; = 0'j2-, wobei 0]2-
die Varianz der Zufallsvariablen Z; = X|q, ist. Fiir den Bayes-Klassifikator
gilt also b(x) = k, falls

— 2 _ )2
(@ 5k) +1In(0f) — 2In(wy,) :min((x 2#3) +1In(07) — 2In(w;) : j =1,...,7).
or o3

J

Im Fall » = 2 von nur zwei Klassen kann man dies auch folgendermaflen
schreiben:

b(x) 1 falls g ol 4y (Z)) — 21n(2) < 0; (18)
= L2 2 o 3 2
2 falls 50— E2EE 4 In(Zh) — 2In(i) > 0.
Im Fall ( e » )
L — M T — W2 01 w1
S 2 (%) -2 (19

kann man z streng genommen nicht klassifizieren. Man kann jedoch je nach
Kontext x auch willkiirlich einer der beiden Klassen zuordnen.

Die quadratische Gleichung (19) kann zwei, eine oder keine Losungen
besitzen.

Zwei Losungen: Sind a,b € R, a < b, die Losungen von (19), so besitzt die
Bayes-Klassifikationsregel eine der beiden folgenden Formen:

e b(z)=1<x€ (a,b),

e b(z)=2<x € (a,b).
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Welcher der beiden Fille eintritt hingt von den Werten der Parameter wy,
Wy, f1, Mo, 01 und g9 ab. Betrachtet man zum Beispiel den Fall

w, = 08, o1 = 02, M1 = 0, Wy = 02, 09 — 0005, M2 = 05,
so zeigt die Abbildung 14 die entstehende Situation. Es gilt:

a=0.41, b=~ 0.62

und die Klassifikationsregel
b(x) =2« z € (a,b).

Die in der Abbildung dargestellte Mischdichte ¢ := w01 + ws0 liefert die
Verteilung der Zufallsvariablen wy Z; + wsZs. Diese ist gleich der Verteilung

von X selbst, falls w; = p; und wy = py gewihlt wird — siehe Punkt 5 des
allgemeinen Klassifikationsszenarios.

A\

Abbildung 14: 2-Klassen-Bayes-Klassifikation bei einem reellen Merkmal X
blaue Kurve: wy0; = 0.8N(0,0.2), orange Kurve: wy0o = 0.2N(0.5,0.005),
schwarz-durchbrochene Kurve: Mischdichte p.
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Vergleichbare Dichten w;p; und ws05: Gilt eine der beiden Ungleichungen
Ve e R wio(r) < wapa()

oder
Ve e R wio(x) > wepoa(x),

so besitzt die Gleichung (19) keine oder genau eine Losung. Die Bayes-
Klassifikationsregel klassifiziert dann abhéngig davon, welche der Ungleichun-
gen gilt, jedes x in die Klasse 1 oder jedes x in die Klasse 2. Zur Unterschei-
dung der Klassen ist die Regel also wertlos. Diese Situation tritt in der Praxis
zum Beispiel dann ein, wenn die Zugehorigkeit zu einer von beiden Klassen
eine sehr kleine a-priori-Wahrscheinlichkeit besitzt, also etwa in der medizi-
nischen Diagnose einer seltenen Krankheit.
In Abbildung 15 ist der konkrete Fall

wy = 095,01 = 0.2, i = 0, ws = 0.05, 75 = 0.005, j15 = 0.5,

dargestellt, in dem alle Samples als Klasse 1 klassifiziert werden. Man beach-
te, dass als Hinweis auf das Vorhandensein der Klasse 2 in der Mischdichte o
durchaus eine zweites Maximum auftritt, das aber von der Bayes-Regel nicht
verwendet wird.

Abbildung 15: 2-Klassen-Bayes-Klassifikation bei einem reellen Merkmal X
blaue Kurve: w;p; = 0.95N(0, 0.2), orange Kurve: wepy = 0.05N(0.5,0.005),
schwarz-durchbrochene Kurve: Mischdichte p.
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Eine Losung bei nicht vergleichbaren Dichten: Nimmt man an, dass
die gewichteten Dichtefunktionen w;p; und wsps nicht wie im vorangegan-
genen Fall vergleichbar sind und dass die Gleichung (19) genau eine Losung
a besitzt, so nimmt die Bayes-Klassifikationsregel eine der beiden folgenden
Formen an:

o b(z)=1<x<a,
e b(z)=2<1x<a,.

Im Fall x = a kann streng genommen wieder keine Klassifikationsaussage
gemacht werden.

Welcher der beiden Félle eintritt héingt von den Werten der Parameter
wy, we, p1, fe, op und g9 ab. Die Abbildung 16 stellt den Fall

w1 = 0.6,0'1 = 0.1,/1,1 = O,U)Q = 04, 09 = 0.1,/1,2 = 05,

mit a ~ 0.33 dar.

Abbildung 16: 2-Klassen-Bayes-Klassifikation bei einem reellen Merkmal X
blaue Kurve: wy0; = 0.6N(0,0.1), orange Kurve: wy0o = 0.4N(0.5,0.1),
schwarz-durchbrochene Kurve: Mischdichte p.
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Der Fall p=2 und r =2

In diesem Fall kann man den Bayes-Klassifikator analog zu (18) mit Hilfe der
Testgrofle

7o) i= (o) 57 (o)~ (0 )25 o= ) (st -2 (20)
n der Form by [ 1 falls T(x) <0 .
@y_{2km T(x) >0 1)

schreiben, wobei p1, s € R? und X, € R2%2. Die Losungsmenge der
Gleichung

det(El) w1
det(Ez) Wao

(z — p)")ST (2 — ) — (2 — p2)'5 " (2 — pa) + In(

trennt also die beiden Klassen. Es handelt sich um eine quadratische Glei-
chung in zwei Variablen, ndmlich den Komponenten x1, x5 des Merkmalsvek-
tors z € R2. Folglich ist die Lésungsmenge ein Kegelschnitt — sieche Abbildung
17.

Abbildung 17: Schnitt der Graphen zweier GauB-Dichten

(Beleuchtung von links vorne)

95



Wir kehren zuriick zur Betrachtung des Klassifikators (14) bei klassenweiser
Normalverteilung aber bei beliebigem p. Um diesen aus den Daten
(2™, yM), .. (2™ ™) zu einer Stichprobe A C  zu schitzen, miissen die
Erwartungswerte u, und die Kovarianzmatrizen Y in jeder Klasse geschétzt
werden. Hierzu verwendet man die Schétzer:

o ir =1 > 20 wobeing = |{i € I:y" =k},

k

Liegen zwischen den einzelnen Merkmalen keine oder nur schwache Korrela-
tionen vor, so kann man annehmen, dass die Kovarianzmatrizen ¥, Diago-
nalmatrizen sind. In diesem Fall ergeben sich die Diagonalkoeffizienten von
Y durch Schétzung der klassenweisen Varianzen der X;:

~ 1 ) o~
0';2‘,1@ = — Z (3’75) - Nk,j)Q-
y("):k

Da die Diagonalitdtsannahme die Anzahl zu schétzender Parameter von
%pz + p auf p reduziert, ist diese inbesondere bei kleinen Stichproben A in
Erwégung zu ziehen.

BEISPIEL 3.8: Wir betrachten die Datenmenge »Seeds< aus dem UCI-
Machine-Learning-Repository [UCI]: Bei den 210 Samples dieser Datenmenge
handelt es sich um Messungen geometrischer Parameter der Kérner von drei
verschiedenen Weizenarten, ndmlich den Arten »Kama< (Klasse 1), »Ro-
sa< (Klasse 2) und »Canadian< (Klasse 3). Im vorliegenden Beispiel werden
zwei der sieben Merkmalen der Datenmenge verwendet, ndmlich

X; = A (Querschnittsfliche des Korns),
Xy = AC (Asymmetrie des Korns)

— siehe Abbildung 18. Die Einheiten sind in der Datenbeschreibung nicht
angegeben, sind aber wohl Quadratmillimeter (mm?) fiir A, wihrend AC
dimensionslos ist. Das Klassenmerkmal ist

Y :Q—{1,2,3};

die einzelnen Klassen sind in der Stichprobe jeweils mit 70 Samples vertreten.
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Abbildung 18: Weizenkorner

Fiir die klassenweisen Mittelwerte ergibt sich:

7i = (14.334,2.667), T, = (18.334,3.645), fis = (11.874,4.788).

Die geschitzten Kovarianzmatrizen sind:

1.478 —0.072 a 2.072 —-0.067 a 0.523 0.038
1= ) 22 = ) E3 = .

™

—-0.072  1.378 —-0.067 1.397 0.038 1.786

Weiter gilt
o 1
P1=DpP2=DpP3 = 3

Verwendet man die a-priori-Wahrscheinlichkeiten als Gewichte, so liegen nun
Schétzer aller im Bayes-Klassifikator (17) vorkommender Grofien vor. Die
resultierende Schétzung dieses Klassifikators ist in Abbildung 19 dargestellt,
wobei die Darstellungsform der im Beispiel 3.5 verwendeten entspricht. Fiir
die Darstellung wurden 9000 uniform verteilte, zufillige Samples verwendet.
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Abbildung 19: Klassifikationsgebiete eines basierend auf der Datenmen-
ge >Seeds< unter der Annahme klassenweiser Normalverteilung erstellten
Bayes-Klassifikators. Die Datenmenge >Seeds< ist in dunkleren Farbtonen
dargestellt.

4 Giiteschiatzung fiir Klassifikatoren

Wir betrachten in diesem Abschnitt erneut ein allgemeines Klassifikations-
problem aus stochastischer Sicht, wie im Abschnitt 2.2 beschrieben. Wie dort
sei A C Q eine Stichprobe und

ﬁ:SX—>{1,2,...,r}

ein Schétzer basierend auf der Stichprobe A fiir eine Losung des Optimie-
rungsproblems (6) in einem gegebenen Suchraum F C M(Sx,{1,2,...,7})
und beziiglich gegebener Gewichte w = (wy, wy, ..., w,). Das naheliegendste

Maf fiir die Giite von ﬁ\ ist dann die gewichtete, totale Trefferwahrschein-
lichkeit (Definition 2.1)

P(fa(X1, ... X)) =Y ) = > wpP(fa(X1,..., X,) = k|Y = k).
k=1

Diese kann allerdings selbst nur anhand der Stichprobe A geschétzt werden,
da das Wahrscheinlichkeitsmafl P unbekannt ist.
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