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Hinweis

Die in diesem Skript durch den Autor versffentlichten Inhalte unterliegen dem
deutschen Urheberrecht und Leistungsschutzrecht. Jegliche vom deutschen
Urheber- und Leistungsschutzrecht nicht zugelassene Verwertung bedarf der
vorherigen schriftlichen Zustimmung des Autors. Inhalte und Rechte Dritter
sind nach bestem Wissen des Autors als solche gekennzeichnet.

Es ist nicht erlaubt, das Skript oder Teile daraus zu bearbeiten, zu iiber-
setzen, zu kopieren oder in elektronischer Form zu speichern und an ande-
re Personen weiterzugeben, weder in Kopie, noch auf elektronischem Wege
per Email, auf Speichermedien, iiber Datenbanken oder iiber andere Medien
und Systeme. Lediglich die Herstellung von Kopien und Downloads fiir den
personlichen, privaten und nicht kommerziellen Gebrauch ist erlaubt.



Vorwort

Die Vorlesung >Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Sys-
teme< orientiert sich an den beiden Biichern [Heu] und [Wal|, wobei das
ausfiihrliche und ausgesprochen abwechslungsreich geschriebene Buch von
Harro Heuser besonders zu empfehlen ist. Selbstversténdlich kann in der zur
Verfiigung stehenden Zeit keines der beiden Biicher inhaltlich vollsténdig dar-
gestellt werden. Das vorliegende Skript ist eine Art die Vorlesung begleitende
Erzédhlung, die das Nachbereiten des behandelten Stoffs unterstiitzen soll.

Das Skript entspricht nicht genau der Vorlesung: In letzterer gibt es unge-
plante Exkurse und Beispiele, die sich zum Teil aufgrund von Fragen ergeben,
sowie spontane Einfélle des Dozenten, die sich alle nicht im Skript wiederfin-
den.

Dieses Skript ist kein Ersatz fir ein Lehrbuch wie zum Beispiel die beiden
oben genannten. Das Arbeiten mit Fachliteratur ist eine in jedem Studium
zu erlernende Kompetenz und wird daher auch in dieser Vorlesung von den
Studierenden erwartet.

Dieses Skript ist keine Auflistung des Priifungsstoffs: Ziel der Vorlesung ist
unter anderem Féhigkeiten wie das Modellieren mit Differentialgleichungen
oder die Analyse einer Differentialgleichung zu entwickeln. Dies umfasst die
Anwendung dieser Fahigkeiten auf in der Vorlesung nicht behandelte Situa-
tionen und Beispiele. Auch deshalb ist das Arbeiten mit Fachliteratur wichtig.

GRAFIKEN: Die im Skript vorhandenen Grafiken wurden mit zwei Werkzeu-
gen erstellt:

e dem online unter https://www.desmos.com/ verfiigharen
Desmos Grafikrechner,

o der Software Matlab des Unternehmens MathWorks Inc..
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1 Motivation und Grundbegriffe

1.1 Einfiihrende Beispiele

DIE SCHLEPPKURVE (TRAKTRIX)

Auf einem See mit vollig ruhigem Wasserspiegel schwimme ein Boot, das
iiber eine gespannte Leine der Lange ¢ > 0 mit einem Fuflgéinger am Ufer
verbunden ist. Das Boot befinde sich zunéchst in Ruhe. Der Fussgénger lauft
nun in eine bestimmte Richtung los, wobei die Leine stindig gespannt bleibt.
Wie bewegt sich das Boot?

Abbildung 1: Schleppkurvenproblem

Falls der Fufiginger sich in Richtung der Leine vom Boot wegbewegt,
bewegt sich dieses auf einer Geraden hinter dem Fufigénger her, bis es auf
das Ufer trifft. Diesen langweiligen Fall schlieen wir im Weiteren aus.

Um das Problem mathematisch zu beschreiben, kann man die euklidische
Ebene R? benutzen, da die Seeoberfliche eben ist und der Fufiginger im
Wesentlichen parallel zur Seeoberfliche zieht. Die Positionen von Boot und
Fufiginger sind dann Punkte im R2.

Um die Anderungen der Bootsposition zu beschreiben, muss man ein
Koordinatensystem einfiihren. Die Koordinaten seien mit  und y bezeichnet.
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Es ist praktisch dies in folgender Weise zu tun: Die Hochachse (Ordinate, y-
Achse) sei die Gerade, auf der sich der FuBginger bewegt. Die Rechtsachse
(Abszisse, x-Achse) stehe senkrecht auf der Hochachse und sei so festgelegt,
dass die Anfangsposition des Bootes ein Punkt (x,0) mit 21 > 0 ist. Ebenso
sei die Anfangsposition des FuBgingers ein Punkt der Form (0, ), yo > 0
und dieser bewege sich in positiver Ordinatenrichtung.

Wir nehmen nun an, dass es eine Funktion

p:lxe,z1] = R
gibt, die die Figenschaft besitzt, dass ihr Graph

Graph (p) = {(z,p(x)) : & € [0, 2]}

gerade die Bahnkurve des Bootes beschreibt, wenn sich der Fufigdnger von
Yo nach y; bewegt.

Die Gerade durch die FuBgingerposition (0,y) und die Bootsposition
(x,p(x)) ist stets eine Tangente an die Bahnkurve. Diese Tangente besitzt
die Steigung

72 _ 32
m(z) = —
Nimmt man nun zusétzlich an (eine vertretbare Annahme!), dass die Funk-
tion p differenzierbar ist, so muss also gelten:

Vo € [zo, 1] pl(z) = —#. (1)

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und die Startbedingung
p(z1) = 0 ergeben

p(x) = | ——dr.
T

Ein Blick in eine Integraltabelle liefert schlieflich die Losung
7 _ .2 JIZ 2
p(x):1/52_x%_g1n<M)+gln(w)_,/gQ_xQ_ (2>
I T

Die Abbildung 2 zeigt den Graphen von p im Fall / =1, yy = 0 und x; = 1.



Abbildung 2: Schleppkurve mit £ =1, 1 =1, yg =0

FREIER FALL OHNE LUFTREIBUNG

Ein Kérper der Masse m > 0 wird von einem Turm der Hohe hy > 0 fallen
gelassen. Der Fall des Korpers bis zu seinem Aufschlag soll mathematisch
beschrieben werden. Dazu geht man wie folgt vor:

e Der zu beschreibende Vorgang ist zeitabhingig. Zum Zeitpunkt ¢, € R
wird der Korper fallen gelassen, zum Zeitpunkt ¢; > ty erfolgt der
Aufschlag.

e Die Hohe des Korpers iiber dem Erdboden ist eine Funktion der Zeit:

h: [to,tl] — R,t — h(t)

e Man macht die Annahme, dass die Funktion A differenzierbar ist. Fiir
ihre Ableitung an einer Stelle ¢ € [tg, ;] gilt nach Definition

WD) = i h(t+AA)—h(t)7




die Ableitung h'(¢) kann also als Geschwindigkeit des Korpers zum
Zeitpunkt ¢t gedeutet werden. Da die Hohe mit der Zeit abnimmt, gilt
genauer —h'(t) = v(t), wobei v : [tg, t;] — R die Funktion ist, die jedem
Zeitpunkt t die Geschwindigkeit des Korpers zuordnet. Hierbei wird die
Geschwindigkeit als nicht negative Grofle angesehen.

e Aus der Physik ist bekannt, dass v(t) = g(t — o) gilt, wobei g ~ 9.81%
die sogenannte Erdbeschleunigung ist; sie ist eine Naturkonstante, die
sich experimentell bestimmen l&sst. Man setzt nun also voraus, dass die
Zeit t in der vorliegenden Beschreibung in Sekunden (s) und die Hoéhe
iiber dem Erdboden in Metern (m) gemessen wird.

e Zusammenfassend gilt fiir die gesuchte Funktion h die Gleichung
W (t) = —g(t — to), (3)

sowie die Bedingung h(tg) = hy, sie ist also eine Stammfunktion der
Funktion —g(t — to).

e Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

t

h(t) = /—g(s —tp)ds = —%g(t — o) +c.

to

Aus der Bedingung h(ty) = hg ergibt sich unmittelbar ¢ = hy.

e Fiir den Aufschlagszeitpunkt gilt h(ty) = 0, woraus sich

2hg
t= 4] =2+t
g

FREIER FALL MIT LUFTREIBUNG

ergibt.

Man betrachtet die gleiche Situation wie oben, es soll aber nun die Reibung
der Luft am fallenden Korper beriicksichtigt werden.

e Aus der Physik ist bekannt, dass der Luftwiderstand eines bewegten
Korpers — eine Kraft — bei niedrigen bis moderaten Geschwindigkeiten
proportional zur Geschwindigkeit der Bewegung ist:

Fi(t) = p(t),
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wobei p > 0 eine von der Form des Korpers und der Luftdichte abhéngi-
ge Konstante ist, die man experimentell ermitteln kann.

Der Luftwiderstand ist der Gravitationskraft, die der Korper erfahrt,
entgegen gerichtet. Letztere ist

Fo=gm
also eine Konstante.
Insgesamt wirkt auf den Korper zum Zeitpunkt ¢ € [tg, ;] die Kraft
EF(t) = mg — FL(t) = mg — pv(?).
Nach dem zweiten Newton’schen Gesetz gilt
P(t) = muf(8),

wenn man voraussetzt, dass die Geschwindigkeit eine differenzierbare
Funktion der Zeit ist.

Insgesamt ergibt sich also die Gleichung

mo/(£) = mg — pu(t) (4)
fiir die Geschwindigkeitsfunktion v und damit

mh'(t) = mg — ph'(t) ()

fiir die Hohenfunktion.

Es gelten die Bedingungen h(ty) = ho und v(ty) = h'(to) = 0, falls man
annimmt, dass der Kérper nicht nach unten geworfen wird.

Um zu einer Losung der Gleichung (4) zu kommen, muss man in-
telligent raten: Aufgrund der Tatsache, dass die Exponentialfunktion
die Eigenschaft (')’ = €' besitzt, liegt es nahe Funktionen der Form
v(t) = ae’ + ¢ mit Konstanten a, b, ¢ € R zu betrachten. Fiir diese gilt:

V' (t) = abe™ = blae” + ¢) — be = bu(t) — be.
Vergleicht man mit Gleichung (4), so sieht man:

o P LM
=——,Cc=—.
m p



Dies liefert

_ﬁt mg
v(t) =ae”m" + p
Aus der Nebenbedingung v(ty) = 0 erhélt man
a= —@e m to,
p
also mg ,
o(t) = —=(1 - em®o7t). (6)

Interessant ist, dass die Funktion v nach oben durch ™ beschrinkt
ist: Wie hoch der Turm auch immer ist, der fallende Korper wird diese
Geschwindigkeit nicht iiberschreiten.

Ein mit ausgebreiteten Armen in Bauchlage fallender Mensch erreicht
im unteren, dichten Teil der Erdatmosphére eine Maximalgeschwindig-
keit von etwa 200 km/h. Der Geschwindigkeitsweltrekord beim freien
Fall von Menschen wird von dem Extremsportler Felix Baumgartner
gehalten: Er erreichte im Oktober 2012 nach dem Absprung aus einem
Heliumballon in 39 km Hohe eine Geschwindigkeit von 1341,9 km /h.

e Da h eine Stammfunktion von v ist, ergibt sich

t
ht) = [ p(l—emt0 ) ds
to

= ZE((t o) — (~ el 4 MRl
2
= Tt —to) + " (em) —1) .

Wegen der Nebenbedingung h(ty) = hg ist ¢ = hy.

Vergleicht man die letzten beiden Beispiele, so fallen folgende Tatsachen auf:
Im ersten Beispiel kann man die gesuchte Funktion h systematisch bestim-
men und muss nicht wie im zweiten Beispiel raten. Dieses Raten hat im
zweiten Beispiel auch die Konsequenz, dass man nicht sicher ist, ob man alle
moglichen Funktionen h bestimmt hat. Da die Funktionen v und A einen Na-
turvorgang beschreiben, liegt es nahe zu glauben, dass sie eindeutig bestimmt
sind, mathematisch bewiesen wurde das hier aber nicht.

Im Hinblick auf die Vorlesung zeigen die drei Beispiele: In der angewand-
ten Mathematik kommen Situationen vor, in denen eine (mehrfach) differen-
zierbare Funktion gesucht ist, die zusammen mit ihren Ableitungen als Funk-
tionen eine bestimmte Gleichung erfiillen. Zusétzlich kénnen an die Funktion
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und ihre Ableitungen noch Anforderungen an die Funktionswerte an einem
bestimmten Punkt ihres Definitionsbereichs gestellt sein.

1.2 Der Begriff >Differentialgleichung<

KONVENTION FUR DIE SCHREIBWEISE VON FUNKTIONEN

Das Losen von Differentialgleichungen erfordert es mit Funktionen zu rech-
nen. Dabei wird eine Funktion als ein mathematisches Objekt angesehen,
im Gegensatz zu der Sichtweise einer Funktion als eine Art s»unendlicher
Wertetabelle<. Um diese Betrachtungsweise deutlich zu machen, wird bei
den Symbolen fiir Funktionen die explizite Nennung der Variablen (auch
als Argument bezeichnet) unterdriickt, falls dies ohne Missverstdndnisse und
Mehrdeutigkeiten zu erzeugen moglich ist. Dies entspricht auch der Tatsache,
dass die Bezeichnung der Variablen einer Funktion beliebig wéhlbar ist, die
Funktion selbst &ndert sich dadurch nicht.

Konkret wird fiir eine Funktion I — R™, ¢ +— x(t) also das Symbol =
und nicht z(¢) verwendet. Bei Funktionen fiir die Standardsymbole existieren,
wie der Exponentialfunktion oder der Sinusfunktion, ldsst sich allerdings die
Nennung der Variablen nicht vermeiden.

KONVENTION ZUR SCHREIBWEISE VON ABLEITUNGEN
Ist
x: 1 —R" t— x(t),
I C R, eine k£ mal differenzierbare Funktion, so werden ihre Ableitungen mit

o, 2", @ . %) bezeichnet; es ist also

g gy d
dt’ dt?”’ dt*
DEFINITION 1.1: FEine gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung
n € N ist eine Gleichung der Form
F(t,z, o' 2", ... ™) =0, (7)
wobei
F:D =R, (ta,...,¢0p1) = Ft,o1,..., 2041),

eine reellwertige Funktion in n + 2 Variablen mit einem Definitionsbereich
D C R**2 jst.

FEine Losung dieser Differentialgleichung ist eine n-mal differenzierbare
Funktion x : I — R, I CR ein Intervall, mit den Eigenschaften:
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o fiir alle t € I ist (t,(t),2'(t),..., 2" () € D,
o firallet € I gilt F(t,x(t),2'(t), 2" (1),..., 2" (1)) = 0.
BEISPIELE:

1. Die Gleichung (1) aus Abschnitt 1.1 ldsst sich in der Form

‘/62—t2
Pt+—F—=0

schreiben, ist also eine gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung
1. Die Variable x wurde dabei in ¢ umbenannt. Es ist

02— 2
F:[-00\N{0} xRxR =R, (t,x1,22) — a2 + —
2. Die Gleichung (3) aus Abschnitt 1.1 lésst sich in der Form

' +g(t—ty) =0

schreiben; es handelt sich also um eine gewohnliche Differentialglei-
chung der Ordnung 1 mit

F R = (t,x1,25) — g(t —to) + z2.

3. Die Gleichung (5) aus Abschnitt 1.1 dagegen fiihrt zu einer gew6hnliche
Differentialgleichung der Ordnung 2:

ma" + px’ —mg = 0.

Hier ist
F:R* = (t,m1, 19, 13) = maxs + pry — Mmg.

4. Die Differentialgleichung

¥ =2y =0

besitzt die Ordnung 1 und die zugehorige Funktion F' ist
F(t, Ty, .CIZ'Q) = T2 — 2\/%1
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mit dem Definitionsbereich D = R x R2? x R.

Man errét leicht eine Losung:
7 :[0,00) = R, t >t

Auch die Nullfunktion x = 0 ist eine Losung. Aus beiden Lésungen kann
man unendlich viele weitere gewinnen: Es sei ¢ > 0 und z, : R — R

durch
(1) = 0 fallst<a
Tall)"= ) 2 falls ¢ >aq

definiert. Die Funktion z, ist an der »Klebestelle< ¢t = ¢ differenzierbar
und 16st die Differentialgleichung.

BEMERKUNGEN:

1. Das Adjektiv »gewohnlich<« bezieht sich darauf, dass in der Differenti-
algleichung Funktionen einer Variablen und die Ableitungen nach der-
selben auftreten, im Gegensatz zu Funktionen mehrerer Variabler und
partiellen Ableitungen nach denselben.

2. Die Forderung, dass der Definitionsbereich einer Losung z : [ — R
stets ein Intervall sein soll, hat pragmatische Griinde, die im Lauf der
Vorlesung klar werden.

3. Ist x : I — R Losung einer Differentialgleichung und J C I ein Inter-
vall, so ist auch die Einschrankung xz|; eine Losung der Differentialglei-
chung. Man sagt dann auch die Losung = setzt die Losung x|; von J
auf [ fort.

4. Die letzte Bemerkung zeigt, dass es sinnvoll ist nach Losungen mit
moglichst groem Definitionsbereich zu suchen.

Eine gewohnliche Differentialgleichung kann unlosbar sein: Man betrachte
beispielsweise
(') +e" = 0.

Diese Gleichung ist dquivalent zu (2/)> = —e®, wobei die linke Seite nicht

negativ, die rechte Seite aber stets negativ ist. Eine Losung kann also nicht
existieren.

In der Praxis treten bestimmte Formen von Differentialgleichungen be-
sonders haufig auf; sie bekommen daher eigene Namen:
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DEFINITION 1.2: FEine gewdhnliche Differentialgleichung heif$t autonom,
falls die Variable der gesuchten Lésungen (unabhdngige Variable; hier t) in
der Gleichung nicht explizit erscheint:

F(z, o' 2" ... ™) =0. (8)

Fine gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung n € N heifit explizit,
falls sie die Form

2™ — flt a2 ) =0 9)
mit einer Funktion
f:D—=R, (t,x,...,x,) — f(t,x1,...,2),
besitzt, wobei D C R™T1.

BEMERKUNG: Eine explizite Differentialgleichung kann also nach der
héchsten vorkommenden Ableitung aufgelost werden:

2™ = f(t,x, o 2", ),

BEISPIELE: Die Beispiele 1 bis 4 zur Definition 1.1 sind explizit. Die
Beispiel 1 und 2 sind nicht autonom, wéhrend die Beispiele 3 und 4 autonom
sind.

Die Differentialgleichung

trx” =0

ist nicht explizit und nicht autonom. Man kann sofort unendlich viele Lésun-
gen angeben, namlich
z(t) =at+b, a,beR.

Aber sind das alle?

Die Frage nach der Losbarkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen
und mehr noch nach Methoden zum Auffinden einiger oder aller Losungen
sind zentrale Fragen dieser Vorlesung. Jedoch ist es in der Praxis nicht immer
notwendig Losungen einer Differentialgleichung konkret anzugeben, sondern
es kann ebenso wichtig sein Eigenschaften von Lésungen zu kennen. Diese
kann man héufig aus der Differentialgleichung selbst gewinnen ohne diese zu
l6sen. Die folgende Feststellung liefert ein niitzliches Beispiel:
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FESTSTELLUNG 1.3: Ist die Funktion f in der expliziten Differentialglei-
chung (9) stetig, so ist jede Losung der Differentialgleichung n-mal stetig
differenzierbar. -

Ist der Definitionsbereich von f offen und f m-mal stetig differenzierbar,
so ist jede Lisung (n 4+ m)-mal stetig differenzierbar.

Ist f unendlich oft differenzierbar, so gilt dies auch fiir jede Lésung.

BeEWwEIS: Ist x : [ — R eine Losung der Differentialgleichung (9), so kann
man ihre n-Ableitung 2™ als Verkettung der Abbildung

g: T =Rt (ta(t),2'(t),..., 2" V)T

und f schreiben: (™ = f o g. Die Abbildung g ist differenzierbar, denn ihre
Koordinatenfunktionen sind differenzierbar, also stetig.

Ist f stetig, so ist also 2™ eine Verkettung stetiger Funktionen und damit
stetig.

Ist f sogar (stetig) differenzierbar, so ist nach der Kettenregel auch (™
differenzierbar; es gilt:

2 = (@) = (fog) = (f'og)-d,

wobei of of o7
f/:(_7_7"'7_>
ot 8201 afL‘n
und daher

0 "0

S a_{ og+ Z<_f o g)r®.

Ist f sogar stetig differenzierbar, so folgt aus der letzten Identitédt die Ste-
tigkeit von x(™*1) also die (n + 1)-malige stetige Differenzierbarkeit von z.
Durch vollstéandige Induktion ergibt sich die allgemeine Aussage. a

Die Beispiele haben gezeigt, dass es niitzlich ist nach Losungen einer
Differentialgleichung zu suchen, die bestimmten Vorgaben an einer festen
Stelle t, ihres Definitionsbereichs geniigen. Dies motiviert die

DEFINITION 1.4: Ein Anfangswertproblem (AWP) ist eine gewdéhnliche

Differentialgleichung F(t,z, 2’ 2", ..., 2™) = 0 zusammen mit Bedingungen
der Form
z(tg) = xo, 2'(tg) =z, " (to) = 27, . .. 2 () = xgn_l) (10)

fir die gesuchten Lisungen x : I — R. Insbesondere muss also tg € I gelten.
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BEMERKUNGEN:

1. Ist ein AWP gegeben, so wird durch die Differentialgleichung selbst
auch eine Bedingung an x(™(ty) gestellt, denn es muss per Definition

F(xg, xg, (g, - - ,xén_l), x(")(to)) =0
gelten.

2. Ist x : I — R Losung eines AWP, so gibt es insbesondere Losungen der
Form x : [to, t1] — R, t; > 1y, gibt. Interpretiert man die Variable ¢ als
Zeit, so liefert dies das Motiv fiir die Bezeichnung Anfangswertproblem.

Selbst wenn eine vorliegende gewohnliche Differentialgleichung Lésungen be-
sitzt, so muss nicht jedes AWP zu dieser Differentialgleichung auch eine
Losung besitzen. Man betrachte beispielsweise die Differentialgleichung

()" + ]| = 0.

Offensichtlich ist die Nullfunktion = = 0 die einzige Losung dieser Differen-
tialgleichung, womit das zugehorige AWP

z(l)=1

keine Losung besitzt.
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2 Differentialgleichungen erster Ordnung
Die in der Definition einer gewthnlichen Differentialgleichung
F(t,z o' 2" ... ™) =0

auftretende Funktion F' bestimmt offenbar den Schwierigkeitsgrad (die Kom-
plexitéit) der Differentialgleichung. Insbesondere sind explizite Differential-
gleichungen >einfacher< als nicht explizite. Es liegt daher nahe sich zunéchst
im Detail mit gewohnlichen Differentialgleichungen der Gestalt

¥ = f(t,x) (11)

mit f: D — R, D C R?, zu befassen, also den expliziten Differentialgleichun-
gen erster Ordnung. Streng betrachtet, muss die zweite Variable der Funktion
f geméf Definition 1.1 mit x; oder dhnlich bezeichnet werden. Im Folgenden
wird jedoch die weit verbreitete, bequemere Konvention verwendet die Va-
riable genauso wie die Losungen mit x zu bezeichnen. Was jeweils gemeint
ist, ergibt sich aus dem Kontext.

2.1 Das Richtungsfeld und das Polygonzugverfahren

Die Differentialgleichungen (11) und ihre Losungen x : I — R besitzen eine
ausgesprochen niitzliche geometrische Interpretation: Es sei x : I — R eine
Losung der Differentialgleichung (11). Dann schreibt letztere dem Graphen

Graph (z) .= {(t,z(t)) :t €I} C D

die Steigung z'(t) der Tangenten in jedem Punkt (¢,x2) € D vor: sie muss
ndmlich den Wert f(¢,z) besitzen. Diese Betrachtungsweise motiviert die
folgenden beiden Begriffe:

DEFINITION 2.1: Ein Tripel (t,z, f(t,x)), (t,x) € D, heifit Linienelement
der Differentialgleichung (11).

Die Menge R := {(t,z, f(t,z)) : (t,x) € D} aller Linienelemente nennt
man das Richtungsfeld der Differentialgleichung (11).

Die Abbildung 3 zeigt eine Visualisierung des Richtungsfeld der Differen-
tialgleichung
r' = sin(t)x
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Abbildung 3: Richtungsfeld von 2z’ = sin(t)x

im Bereich [0, 6.5] x

[—1.5,1.5]. Die in roter Farbe dargestellte Kurve, ist der

Graph einer Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert z(0) = 0.4.
Ein Linienelement (t,z, f(z,t)) wird in dieser Visualisierung als Punkt mit
den Koordinaten (¢,x) dargestellt, an den ein kurzes Geradenstiick mit der

Steigung f(t,z) angesetzt ist.

Das Richtungsfeld kann einerseits genutzt werden, um eine Vorstellung
der Graphen von Losungen zu gewinnen, und andererseits um Losungen zu
erraten. Es zeigt auch die Grundidee eines einfachen, numerischen Verfahrens
zur nidherungsweisen Bestimmung von Losungen auf, dem von Cauchy! und

Euler? stammenden Polygonzugverfahren: Vorgelegt sei ein AWP

¥ = f(t, ), x(ty) = o

mit rechter Seite

f:D—R, DCR2

Wir nehmen an, dass (o, ) ein innerer Punkt von D ist. Dann existiert ein

! Augustin Louis Cauchy, 1789 — 1857, franzosischer Mathematiker
2Leonhard Euler, 1707 — 1783, Schweizer Mathematiker

18



a > 0 derart, dass
[to,to + a] X [xg — a,xg +a] C D

gilt und es ist sinnvoll in diesem quadratischen Bereich nach einer ndherungs-
weisen Losung T : [to, to+a] — R zu suchen. Hierzu zerlegt man das Intervall
[to, to +a) in n € N Teilintervalle der Lénge h := 2. Die Teilungspunkte sind
dann durch

trp =to+ kh, k € {1,...,n—1},

gegeben. Eine ndherungsweise Losung x,, des AWP wird rekursiv durch die
folgende stiickweise lineare Funktion definiert:

® fn(t) =Ty + f(to,xo)(t — t[)) fir t € [to,tl],

o To(t) i= Fn(t)) + f(t, Tult))(t — 1) fiir £ € [t1, 1),

o Tolt) i= Tn(ts) + fta, Tults))(t — to) fiir ¢ € [ta, 1),

Die Rekursion wird solange fortgesetzt, wie (tg, Z,(tr)) € D gilt. Die ermit-
telte Funktion 7, ist also moglicherweise nur in einem Intervall [to, ¢y + b],
b < a, definiert. Sie ist in den Punkten ¢, in der Regel nicht differenzierbar!
Ihre rechtsseitige Ableitung in diesen Punkten stimmt aber mit der Vorgabe
durch die Differentialgleichung iiberein.

In Abbildung 4 sind zwei Naherungslosungen nach dem Polygonzugver-
fahren fiir das AWP
¥ = —tx, z(0) =1,

dargestellt. Der Polygonzug in roter Farbe stellt die Ndherungslosung zur
Schrittweite h = 0.4, der in cyanblau die Naherungslosung zur Schrittweite
h = 0.2 dar. Wir werden spéter sehen, dass das AWP die eindeutige Losung

z(t) = e 2t

besitzt, die als Kurve in schwarzer Farbe zu sehen ist.
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Abbildung 4: Naherungslosungen nach dem Polygonzugverfahren

Man schenke der Tatsache besondere Beachtung, dass das Verfahren auch
anwendbar ist, wenn das vorliegende AWP keine eindeutige Losung besitzt.
Man wird also im Allgemeinen nicht erwarten kénnen, dass die Folge (7,,)nen
punktweise oder vielleicht sogar gleichméflig gegen eine Losung = des AWP
konvergiert. Tatséchlich gilt der folgende Satz von Peano?, der hier aber nicht

bewiesen werden soll:

3Giuseppe Peano, 1858 — 1932, italienischer Mathematiker
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THEOREM 2.2: Die rechte Seite f der Differentialgleichung (11) sei stetig
und auf dem Rechteck

Q:: [to,t0+a] X [$o—b,$0+b] gD

gelte
b
vieQ |f(tx)] < -

a

Dann besitzt die Folge (Z,)nen der Polygonziige eine Teilfolge, die gleichmdfsig
gegen eine Losung des AWP x’' = f(t,x), x(ty) = xo konvergiert.

BEMERKUNGEN:

1. Man beachte, dass das Rechteck () kompakt ist, eine stetige Funktion
f auf @ also stets beschrénkt ist. Wesentlich an der Beschrénktheits-
forderung an f ist also die Grofle der Schranke.

2. Man beachte auch, dass der Satz die Losbarkeit vieler AWPs 2/ =
flt,x), z(ty) = x¢ liefert.

3. Besitzt das AWP 2/ = f(t,x), x(to) = o eine eindeutige Losung und
liegen die Voraussetzungen des Satzes vor, so konvergiert die Folge
(ZTn)nen gleichméBig gegen die Losung.

Der Beweis des Satzes ist anspruchsvoll. Wir werden spéter einen Existenz-
satz fiir Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen beweisen, der
zwar hohere Anforderungen an f stellt, aber einen vergleichsweise einfachen
Beweis besitzt. Ein Beweis von Theorem 2.2 findet sich in [HNW].
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2.2 Elementare analytische Losungsmethoden

Es bietet sich an die Klasse der Differentialgleichungen (11) unter Verwen-
dung folgender Kriterien weiter zu untergliedern:

e Vorkommen der Variablen ¢ und z in f,

e Abbildungseigenschaften der Funktion f.

In den folgenden Abschnitten werden diese Klassifikationskriterien genutzt.

Eine sehr haufig vorliegende Eigenschaft ist die Stetigkeit der rechten
Seite f. Diese hat zur Folge, dass das Richtungsfeld der Differentialgleichung
keine sprunghaften Anderungen aufweist. Weiter sind Losungen z : I — R
der Differentialgleichung dann sogar stetig differenzierbar, wie in Feststellung
1.3 bereits gezeigt wurde.

DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN z'(t) = f(t)

e Da Losungen per Definition ein Intervall als Definitionsbereich besitzen
und die rechte Seite der Differentialogleichung nicht von x abhéngt,
kann man ohne Einschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass der
Definitionsbereich von f die Form D = I xR mit einem Intervall I C R
besitzt.

e Da f nicht von x abhéngt, kann man eine Funktion einer Variablen
durch die Vorschrift
I >R, t— f(t,x)

mit beliebigem z € R definieren. Der Einfachheit halber wird diese
Funktion ebenfalls mit f bezeichnet.

e Nimmt man an, dass [ stetig ist, so sind die Losungen der Differenti-
algleichung nach Definition gerade die Stammfunktionen von f.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert also:

SATZ 2.3: Die Liosungen der Differentialgleichung ' = f(t) mit stetiger
rechter Seite f: I x R — R, I C R ein Intervall, sind durch

t
x(t) ::/f(r)d7+a:0, to € I,xg €R
to

gegeben. Insbesondere sind alle Losungen auf dem Intervall I definiert und
jedes AWP z' = f(t), x(ty) = xo besitzt eine eindeutige Lisung.
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BEISPIEL 2.4: Das AWP

x' = sin(t), x(z) =1
4
besitzt die Losung

t

x(t) = /sin(T) dr +1= cos(%) —cos(t) +1 = —cos(t) +1+ %\/ﬁ

INE]

DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN z’ = f(z)

Die hier betrachteten Differentialgleichungen sind genau die expliziten, auto-
nomen Differentialgleichungen erster Ordnung. Ihre Losungen lassen sich in
vielen Fallen mit Hilfe des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit ermitteln,
der in der Analysis-Vorlesung behandelt wird:

SATZ 2.5: FEs sei g : I — R eine stetig differenzierbare Funktion auf dem
Intervall I C R und ty € I sei ein innerer Punkt von I mit der Figenschaft
g (to) # 0. Dann gibt es ein offenes Intervall Iy C I mit den Eigenschaften:

o iy €Iy und Jy := g(1,) ist offen.
e gl : 1 — Jy ist bijektiv.

e Die Umkehrfunktion h : J; — I, ist stetig differenzierbar und fiir ihre
Ableitung gilt:

Ve L W)= o

Insbesondere ist die Funktion g|;, streng monoton wachsend oder streng mo-
noton fallend.

Nach diesem Vorwort kehren wir zur Differentialgleichung 2’ = f(x)
zuriick und betrachten die Funktion f zunéchst wieder als eine ebenfalls
mit f bezeichnete Funktion

fiJ-R, JCR
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einer Variablen und setzen voraus, dass f stetig ist. Dann ist jede Losung
x : I — R stetig differenzierbar. Sei ¢ty € I ein innerer Punkt des Intervalls
I mit der Eigenschaft z'(¢y) # 0. Dann existiert nach dem Satz iiber die
lokale Umkehrbarkeit ein offenes Intervall Iy C I, tq € I, derart, dass die
Einschriankung

xy =zl L = Jp =)

bijektiv ist und eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion besitzt. Hierbei
ist J; C J notwendigerweise ein offenes Intervall.
Es sei
ti:J1— ]1, ff—) tl(g),

die Umkehrfunktion von z;. Fiir deren Ableitung gilt dann:

/ _ 1 = L = !
t(§) = 2 (t1(6)) o f(z(t1(8))) B [’

das heifit die Funktion ¢ ist eine Losung der Differentialgleichung

(12)

deren Losungsverhalten durch Satz 2.3 beschrieben wird:

¢
1
/m <+ to, To - — ZE(t()) (13)

Mit Hilfe der bisherigen Uberlegungen lisst sich nun zeigen:

SATZ 2.6: Es seien f:J — R, J CR, eine stetige Funktion und xq ein
innerer Punkt von J mit f(xo) # 0. Dann besitzt das AWP

¥ = f(x), x(ty) = xo

fiir beliebiges ty € R eine Losung x : I — R mit offenem Definitionsbereich
I auf dem x die einzige Losung des AWP ist.

BEWEIS: Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein offenes Intervall J; C J
mit den Eigenschaften zy € J; und

Ve e J; f(x)#0.
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Es sei dann t; : J; — R die Losung (13) der Differentialgleichung (12). Fiir
diese gilt
Ve ey t(x) #0.

Nach Satz 2.5 besitzt ¢; daher eine differenzierbare Umkehrfunktion
x1 : Iy — J; mit dem offenen Intervall I; := ¢;(J;). Fiir die Ableitung

von xp gilt
! L )
f@®)  fmay

71 ()

das heifit die Funktion x; ist eine Losung der Differentialgleichung 2’ = f(x).
Weiter gilt nach Konstruktion ¢;(x¢) = to also 1 (ty) = zo.

Es bleibt die letzte Aussage des Satzes zu zeigen: ... (noch zu ergénzen).

O

BEISPIEL 2.7: Wir wollen alle Losungen der Differentialgleichung
r=ux

bestimmen.

Aus der Analysisvorlesung sind die Losungen bereits bekannt: Es sind die
Funktionen z(t) = Ce', C' € R. Will man also ein AWP 2’ = z, x(t) = x¢
16sen, so muss Ce' = x4 gelten, woraus sich die eindeutige Losung

x(t) = wpe' ™

mit dem Definitionsbereich I = R ergibt.

Wir wollen iiberpriifen, ob das Vorgehen, das zu Satz 2.6 gefiihrt hat,
ebenfalls diese Losungen liefert. Hierzu muss man allerdings =y # 0 anneh-
men. Da J = R gilt, ist xg dann stets ein innerer Punkt. Die Differentialglei-
chung (12) besitzt im vorliegenden Fall die Form

mit der Losung

£
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Ist g > 0, so besitzt t; den Definitionsbereich J; = (0, 00) und es gilt

t1(§) = In(&) — In(xg) + to.

Es gilt I} = t1(J1) = R. Die gesuchte Losung 7 ist die Umkehrfunktion von
t1. Durch Auflésen der obigen Gleichung nach ¢ erhélt man

§ = xpe 71,
also die Umkehrfunktion z1(t) = zge' " mit dem Definitionsbereich I;.

Ist andererseits z < 0, so erhélt man J; = (—o0, 0) als Definitionsbereich

von t; und daher
t1(8) = In(=¢) — In(—=xo) + Lo.
Es ergibt sich I = ¢(J;) = R und ebenfalls x;(t) = zge' .

Den Fall 25 = 0 kann man nicht direkt mit dem Satz 2.6. Folgende Uber-
legung zeigt aber, dass * = 0 dann die einzige Losung ist: Nimmt man an,
dass  : I — R eine von 0 verschiedene Losung mit z(¢y) = 0 ist, so gibt
es ein t; € I mit x(t;) =: 1 # 0. Nach dem bereits Bewiesenen besitzt das
AWP

' =ux, x(t) =12,

genau eine Losung, namlich Z(t) = z1e'" mit dem Definitionsbereich R.
Also stimmen x und 7 in einer Umgebung von 0 {iberein, woraus sich der
Widerspruch

0=2(0) =7(0) = z1e ™

ergibt. O
Die Uberlegungen, die zu Satz 2.6 gefithrt haben, helfen auch ein Ver-

fahren anzugeben, dass hédufig explizit die Losung eines AWP, wie im Satz
angegeben, liefert.

VERFAHREN 2.8 (LOSEN VON 2/ = f(x), x(tg) = 0):

1. Man bestimme ein Intervall J; mit xy € Ji, in dem f keine Nullstelle
besitzt.

2. Man bestimme eine Formel fiir die Abbildungsvorschrift der Funktion

3
1
t1(€) —J/deHo-
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Dies ist allerdings nicht immer moglich oder kann zu komplexen For-
meln fiithren.

Man beachte unbedingt: Die obige Gleichung gilt nur in einem Intervall
J1 mit xg € Ji1, in dem f keine Nullstelle besitzt.

3. Man bestimme [ := t;(J;).

4. Man bestimme durch Auflésen nach & der im Schritt 2 gewonnenen
Formel fiir ¢, eine explizite Gleichung fiir die Umkehrfunktion z; = ¢ .

Dies ist allerdings nicht immer moglich oder kann zu komplexen For-
meln fiithren.

Dann ist x; : I; — R eine explizit gegebenen Losung des vorliegenden
AWP.

BEISPIEL 2.9: Es soll das AWP

¢ =zn(z), 2(0) =9 #1

gelost werden.

Die rechte Seite ist auf R x R>? definiert und stetig. Mit den Bezeichnun-
gen von Satz 2.6 ist also J = R>? und xy damit ein innerer Punkt von .J.
Die rechte Seite besitzt die einzige Nullstelle z = 1. Da x¢ # 1 vorausgesetzt
wird, ist das Verfahren 2.8 anwendbar.

Schritt 1:

Fall o > 1: J; = (1, )

Fall 2o < 1: J; = (0,1).

Schritt 2:

Fall ¢y > 1: Es ist dann auch £ > 1 und daher gilt

o

ti(§) =

- Ti( <>>|f +0
In(In(£)) — In(In(zo)).

Fall xy < 1: Es ist dann auch & < 1 und daher gilt nach der Substituti-
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onsregel:

Schritt 3:

5
&
o
vV
=
=t
S &
I
~
—
=
=
I
7

Schritt 4:
Fall ¢ > 1: Auflésen nach ¢ liefert

£ . 6(e?(5)+1n(1n(nco)>)

Y

also
(et+In(In(z0)))

r1(t) =€
Fall 2y < 1: Auflésen nach ¢ liefert

€= o (EHO)FIn(=1n(z0)))

)

also
_(ot+In(—1n(zqg))
z(t) = e o,

Die Abbildung 5 zeigt das Richtungsfeld der hier diskutierten Differential-
gleichung, sowie die Graphen von Losungen zu folgenden Werten von xy: 0.7
(grin), 0.9 (braun), 1.1 (rot) und 1.2 (magenta). <&

Neben der Frage nach der Existenz von Losungen einer Differentialglei-
chung bzw. eines AWP stellt sich auch die nach deren Eindeutigkeit, wie
das im Satz 2.6 bereits anklingt. Das folgende Beispiel demonstriert, welche
Phéanomene in diesem zusammenhang auftreten kénnen.

BEISPIEL 2.10: Im Folgenden soll das Losungsverhalten der AWPs
' = /||, z(ty) = g (14)
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,00) und fiir die Umkehrfunktion von ¢;
29

erhélt man die auf diesem Intervall nach Satz 2.6 eindeutige Losung
1 2
(56— to) + VT

t(T) = (to — 2T
$1(t)

Es folgt I



Es sei nun 7z < 0. Es ist dann J; = (—o0,0) und auf diesem Intervall gilt

¢
t1(§):/ 1_gdC+t0:2(—\/——§+v—$o)+to- (16)

I

Hieraus erhélt man [ = ¢1(J;) = (—o00, tg +21/—x() und die dort eindeutige
Losung

ra(t) = ~(5 ¢ — to) — v=0)" (17)

Im bislang nicht behandelten Fall xy = 0 ist die Nullfunktion z = 0 eine
Losung.

Haben wir damit jeweils alle Losungen des AWP (14) gefunden? Die Ant-
wort lautet »Nein<, wie die folgenden Uberlegungen zeigen.

Es sei 29 < 0 gegeben. Fiir die zugehorige Losung (17) gilt dann:

lim  27(t)= lm  +/|z:(t)] = 0.

t—to+2v/—x0 t—to+2v/—x0

Folglich gilt: Setzt man x; rechts des Wertes t; := tg + 2y/—x¢ bis zu ei-
nem Wert ty > t; als Nullfunktion xy : [t1,t2] — R, ¢ +— 0 fort, so ist die
entstehende Funktion im Intervall (—oo, t5] differenzierbar und eine Losung
des AWP (14). Dabei ist t5 = oo zuldssig. Im Fall t5 # oo kann man weiter
Folgendes tun: Man wé&hlt t3 > ¢5 und x3 > 0 so, dass

ts — 2¢/x3 = to
gilt. Sei dann x3 die Losung (15) zu dem AWP z(t3) = x3. Fiir diese gilt

lim 25(t) = 0.

t—to

Folglich ist die Funktion

z1(t) fallst € (—o0,ty)
z:R— R, t— Ig(t) falls t € [t17t2]
x3(t) falls t € (t2,00)

eine Losung des AWP z(tg) = x¢. Eine solche ist in Abbildung 6 dargestellt.
Da man t, frei wihlen kann, gibt es unendlich viele verschiedene Lésungen
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Abbildung 6: Richtungsfeld und zusammengesetzte Losung

des AWP (14). (Es ist klar, dass man die gleiche Argumentation auch im Fall

xo > 0 durchfiithren kann.)

Es stellt sich die Frage, ob wir nun wirklich alle Losungen gefunden haben:

Sei x : I — R eine Losung der Differentialgleichung ' =

konstant 0 ist. Die Differentialgleichung selbst liefert dann a’(t) > 0 fur alle
, ist die Menge
N ihrer Nullstellen abgeschlossen in I und damit wegen der Monotonie ein
abgeschlossenes Intervall, moglicherweise leer. Insgesamt besitzt [ also die

t € I, das heifit = ist monoton wachsend. Da x stetig ist

Gestalt
I=1LUNUI,,

wobei die Vereinigung disjunkt und mindestens eines der beiden Intervalle I;

und I, nicht leer ist.

Ist I; # 0, so gilt dort x(t) < 0 also z/(t) > 0. Folglich ist xy := x|,
t1 : Jl — Il. Ist
to € I und xg := x(ty), so lost 1 das AWP o’ = \/—x, x(tg) = xo, weshalb

streng monoton wachsend und besitzt eine Umkehrfunktion

t1 die Gestalt (16) besitzt. Folglich hat x; die Form (17), wi

Diesselbe Argumentation kann mit Iy durchgefithrt werden. Insgesamt
zeigt sich, dass tatséchlich alle Losungen der Differentialgleichung gefunden

wurden.
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DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1z’ = g(t)h(x)

Differentialgleichungen dieser Form bezeichnet man als Differentialgleichun-
gen mit getrennten Variablen. Man beachte, dass jeder der bislang behandel-
ten Fille von diesem Typ ist.

Um Systematisches {iber ihre Losungen sagen zu konnen, macht man die
Annahmen: Es seien g : I, — R und h : J, — R stetige Funktionen auf den
Intervallen I, und J,. Die rechte Seite f(t,2) = g(t)h(z) besitzt dann den
Definitionsbereich I, x J, und ist stetig.

Fiir jede Losung = : I — R muss I C I, und z(I) C Jj gelten.

Um an die Lésungen von Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
heranzukommen, startet man wie im vorigen Fall mit einigen Voriiberlegun-
gen: Es sei zy € J, ein innerer Punkt mit h(xg) # 0; ein solcher existiert
stets, falls h nicht die Nullfunktion ist. Es sei x : I — J, eine Losung des
AWP

2'(t) = g(t)h(z), x(ty) = wo.
Da h o x stetig ist, gibt es ein Intervall Iy C I, ty € I, derart, dass h o x in
I; keine Nullstellen besitzt. In diesem Intervall gilt die Gleichung

(1)

h(x(t))

/t%(h: /tg(r) dr. (18)

to to

= g(1),

folglich auch

Nach der Substitutionsregel ist

t z(t)

o Y
ity = | e (19)

to o

Die auf dem Intervall J; := x(I;) definierte Funktion

13
H(E) = / %dc

Zo

ist injektiv: Entweder besteht J; nur aus einem Punkt, dann ist die Injekti-
vitét klar, oder x(1;) ist ein aus mehr als einem Punkt bestehendes Intervall,

32



dann ist H differenzierbar mit H' = % Da H’ keine Nullstellen besitzt, ist
H streng monoton, woraus die Injektivitat folgt.

t
Es sei H~!: J; — I; die Umkehrfunktion von H und G(t) := [ g(7)dr.
to

Dann kann man die Gleichungen (18) und (19) als
Hox=(G

schreiben. Es folgt
r=H'oG,

womit eine Formel abgeleitet wurde, die man zur Bestimmung einer Losung
verwenden kann: G ist eine Stammfunktion von g und H~! kann moglicher-
weise durch Auflésen einer expliziten Gleichung fiir H ermittelt werden.

SATZ 2.11: Es seien g : I, — R und h : J, — R stetige, auf Intervallen
definierte Funktionen. Zu jedem ty € I, und jedem inneren Punkt xy € J,
mit der Eigenschaft h(xg) # 0 besitzt das AWP

' = g(t)h(z), z(ty) = 0

dann eine Léosung x : I — R mit einem offenen Intervall I auf dem x auch
die einzige Losung ist.

BEWEIS: Motiviert durch die Voriiberlegungen wéhlt man ein offenes In-
tervall J; C J, mit den Eigenschaften: xq € J; und h besitzt keine Nullstellen
in J;. Wie oben ausgefiihrt ist die Funktion

3
H:J1—>R,§r—>/%dg

dann injektiv, stetig differenzierbar und besitzt daher nach dem Satz {iber die
lokale Umkehrbarkeit eine differenzierbare Umkehrfunktion H=! : I} — Ji,
wobei I := H(J;) ein offenes Intervall mit der Eigenschaft 0 = H~*(z) € I
ist.

Die Funktion

¢
G:1, =R, tl—>/g(7')d7'
to
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ist stetig differenzierbar, insbesondere also stetig. Es gilt G(ty) = 0 € I;.
Daher gibt es eine offenes Intervall I C R mit den Eigenschaften ¢ty € I und
G(I) C I.

Es sei nun

r=H 'oG:I >R

Dann ist = eine Losung des im Satz angegebenen AWP: Fiir jedes t € I gilt
namlich

Z(t) =

t
= gO)h(x(t)).

Weiter ist x(ty) = H *(G(ty)) = H1(0) = zo.
Die Eindeutigkeit der Losung auf dem Intervall I folgt aus den Voriiber-
legungen, die zeigen, dass x auf I der Formel x = H~! o G geniigen muss.

O

VERFAHREN 2.12 (LOSEN VON 2’ = g(t)h(z), z(ty) = xo):

1.

Man ermittle ein (moglichst groBes) Intervall J;, zy € Ji, in dem h
keine Nullstelle besitzt.

. Man bestimme eine explizite Funktionsgleichung fiir die Funktion

£
H(é):/%dc

Zo

auf dem Intervall .J;.

. Man bestimme [; = H(J;).

Man bestimme eine explizite Funktionsgleichung fiir die Funktion

und wihle ein moglichst grofies (offenes) Intervall I mit ¢, € [ und

G(I) C I,.
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5. Man l6se die Gleichung
H(§) = G(1)

explizit nach & auf, wobei man die in den Schritten 2 und 4 ermittelten
Funktionsgleichungen fiir G und H benutzt, und erhélt so eine Losung

v: I =R, t— HYG®)).

BEISPIEL 2.13: Es soll ein AWP der Form
7' = cos(t)x?, x(ty) = xg

gelost werden, es ist also g(t) = cos(t) und h(z) = 22. Um das gerade be-
schriebene Verfahren anwenden zu kénnen, muss man folglich xq # 0 voraus-
setzen.

Schritt 1:

Fall xy > 0: J; = (0, OO)

Fall zy < 0: J; = (—00,0).

Schritt 2: In beiden Fallen erhélt man

3 350.

Schritt 3:

Fall xp > 0: [} = (—o0, %)
Fall o < 0: I} = (£, 00).
Schritt 4:

8
o

t

G(t) = /COS(T) dr = sin(t) — sin(tp),

die Funktion G ist also periodisch mit Periode 27 und es gilt
G(R) = [-1 —sin(tg), 1 — sin(tg)].

Das Definitionsintervall I der gesuchten Lésung x hidngt nun stark von
den Werten von ty und xg ab. Anstelle einer systematischen Diskussion der
moglichen Félle seien hier nur exemplarisch einige dieser Félle angegeben: Es
sei stets tg = 0.
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e 7o = —3: Bsist G(R) = [-1,1] C I, = (—2,00), folglich kann man
I = R wihlen. Der Graph der Losung des entsprechenden AWP ist in
Abbildung 7 in roter Farbe dargestellt.

e 1y = —2: Es ist [; = (—3,00). Folglich ist [ := (—%,7 + %) das
grofite offene Intervall mit ¢ = 0 € [ und G(I) = sin(/) C ;. Der
Losungsgraph ist in Abbildung 7 in hellgriiner Farbe dargestellt.

= %: Esist I} = (—o0, %), weswegen G(R) C I, ist und daher I = R
gewihlt werden kann. Der Graph der Losung erscheint in Abbildung 7
in dunkelgriiner Farbe.

o 7o = 1: Esist [; = (—o0, 1). Daher ist I = (=3, Z) das grofite offene
Intervall mit ¢y = 0 € [ und G(I) = sin(/) C I;. Der Graph der Losung
erscheint in Abbildung 7 in brauner Farbe.

Schritt 5: Aus
L L sin(t) — sin(to)
—— + — =sin(t) — sin
§ Zo 0

ergibt sich die Funktionsgleichung

1
sin(to) + x—lo — sin(t)

x(t) =

fiir die Losung x : I — R. Insbesondere zeigt sich, dass alle Losungen eines
AWP mit I = R periodisch mit der Periode 27 sind.

Das Beispiel illustriert wie stark das Verhalten von Losungen einer Diffe-
rentialgleichung von den Anfangsbedingungen abhidngen kann. &
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Abbildung 7: Losungen von z’ = cos(t)x?

2.3 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Abschnitt wird ein Klasse expliziter Differentialgleichungen dis-
kutiert, fiir deren Losung man die lineare Algebra gewinnbringend einsetzen
kann: Mit ihrer Hilfe ldsst sich die Menge aller Losungen vollsténdig beschrei-

ben.

DEFINITION 2.14: Fine explizite, lineare Differentialgleichung erster Ord-

nung ist eine Differentialgleichung der Gestalt

(20)

t)z + b(t),

(

I — R auf einem Intervall I

=a

C R definierte

I —- R und b

wobei a

Funktionen sind.

)

Fualls beide Funktionen a und b konstant sind

bezeichnet man (20) als

lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Falls b die Nullfunktion ist, bezeichnet man (20) als homogene ansonsten

als inhomogene lineare Differentialgleichung.

Wir untersuchen zunéchst die Stetigkeit der rechten Seite: Die Funktion
f(t,z) == a(t)x + b(t) besitzt den Definitionsbereich I x R. Sind a und b
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stetig, so gilt dies auch fiir f: Eine Folge (tx, T )reny im R? versehen mit der
euklidischen Norm ist bekanntlich konvergent, genau dann wenn die Folgen
(tr)ken und(zy)ren konvergent sind. Fiir eine konvergente Folge (ty, 2k )ren in
I x R mit Grenzwert (¢, xo) ergibt sich dann
lim f(tk,xk) = khm a(tk):vk + b(tk)
—00

k—o0
= lim a(tg) lim zy + lim b(tx)
k—o00 k—o00 k—o00
a(lim tg) lim xg + b( lim t)
k—o0 k—o0 k—o0
= CL(to)ZCO + b(to)
Ist andererseits f stetig und (x)ren eine konvergente Folge in I mit Grenz-
wert to € I, 80 ist (tx, 0)ken konvergent in I x R und es folgt

blto) = f(t0,0) = f(lim (t,0)) = lim f(t,0) = lim b(ty),

k—o00

womit b stetig ist. Analog beweist man die Stetigkeit der Funktion a + b
unter Benutzung einer konvergenten Folge der Form (ty, 1)ren. Es folgt die
Stetigkeit von @ = a + b — b. Es wurde gezeigt:

FESTSTELLUNG 2.15: Die aus zwei Funktionena: I — R undb: 1 — R
gebildete Funktion f(t,x) = a(t)x + b(t) ist genau dann stetig, wenn a und
b stetig sind.

Nun wird die lineare Algebra ins Spiel gebracht. Hierzu sei zunéchst an
den Begriff der linearen Abbildung erinnert:

LA.1 Sind V und W zwei reelle Vektorrdume, so nennt man eine Abbildung
L :V — W linear, falls sie die beiden Eigenschaften

VAeR,x eV L(Ax)=AL(x),
v.ﬁﬂl,l'g eV L(iL‘l + IEQ) = L(f]?l) + L(.CIZ’Q)

besitzt.

LA.2 Als Kern einer linearen Abbildung L wird die Menge
Kern (L) :={v eV : L(v) =0}

bezeichnet; sie ist ein Untervektorraum von V.
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LA.3 Als Bild einer linearen Abbildung L wird die Menge
L(V):={L(v) :veV}
bezeichnet; sie ist ein Untervektorraum von W.

LA .4 Die Gleichung L(x) = b besitzt genau dann eine Losung, wenn b € L(V)
gilt.

LA.5 Ist g € V eine Losung der Gleichung L(z) = b, so ist ihre gesamte
Losungsmenge L durch

L={xy+v:veKemn(L)} =i+ Kern(L)
gegeben.

LA6 Sind Ly : U — V und Ly : V — W zwei lineare Abbildungen, so ist
auch die Verkettung L, o L, eine lineare Abbildung.

LA7 Sind Ly : V — W und Ly : V — W zwei lineare Abbildungen, so ist
auch die punktweise Summe

Li+Ly:V — W, V= Ll(U> +L2(U)

eine lineare Abbildung.

Ist L : V — W lineare Abbildung, so ist fiir jedes A € R auch
AN L:V =W, z— X Lx)
eine lineare Abbildung.

Von zentraler Bedeutung fiir die Theorie linearer Differentialgleichungen und
Differentialgleichungssysteme ist die Linearitét des Ableitens (oder Differen-
zierens): Fiir ein Intervall I C R sei

C(I,R) :={z: I — R: x ist stetig}.

Diese Menge bildet zusammen mit der punktweisen Addition und punktwei-
sen Multiplikation mit reellen Zahlen einen reellen Vektorraum. (Weshalb?)
Ebenso bildet die Menge

CHI,R) := {x: I — R : z ist stetig differenzierbar}
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einen reellen Vektorraum, also einen Untervektorraum von C(I,R). (Wes-
halb?)
Das Ableiten kann man als Abbildung

D :CYI,R) = C(I,R), z+ 2’ (21)

auffassen. Diese Abbildung ist linear. (Weshalb?)
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist D sur-
jektiv. Weiter gilt: Kern (D) sind genau die konstanten Funktionen auf I.

Wir verwenden diese Fakten nun um die Losungsmenge L einer linea-
ren Differentialgleichung =’ = ax + b mit stetigen Koeffizientenfunktionen
a:l— R, b: I — R zu analysieren:

FESTSTELLUNG 2.16: Die Ldsungsmenge Ly C CY(I,R) einer homo-
genen linearen Differentialgleichung ©' = ax ist ein Untervektorraum von
CYI,R).

Die Lisungsmenge . C CL(I,R) einer inhomogenen linearen Differenti-
algleichung x’ = ax + b besitzt die Gestalt

L=xs+Lo={zs+z:2 €Ly},

wobei x4 : I — R eine Lisung von &' = ax +b und Ly die Losungsmenge der
zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ¥’ = ax ist.

BEMERKUNG: Man vergleiche die Feststellung mit der in der linearen
Algebra bewiesenen Aussage iiber die Struktur der Losungsmenge linearer
Gleichungssysteme.

BEWEIS: Der Beweis kann durch simples Rechnen mit Funktionen gefiihrt
werden — der Leser moge dies als Ubung tun.

Ein begrifflicher Beweis verlduft so: Die Abbildung

L: CHI,R) = C(I,R), z+ 2’ —ax (22)

ist linear, weil sie die Differenz zweier linearer Abbildungen ist: dem Ableiten
und dem Multiplizieren mit der stetigen Funktion a — siche (LA.7). Es gilt

Lo = Kern (L),

womit die erste Aussage der Feststellung bewiesen ist.
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Die inhomogene lineare Differentialgleichung ' = ax + b ldsst sich mit
Hilfe der Abbildung L nun als

L(z)=1b
schreiben, womit die zweite Aussage der Feststellung aus (LA.5) folgt. O

Die Feststellung 2.16 liefert zwar interessante Strukturinformation iiber
die Losungsmengen linearer Differentialgleichungen, wir wollen diese jedoch
auch berechnen konnen.

SATZ 2.17: FEsseiena: I — R undb: I — R stetige Funktionen auf dem
Intervall I C R. Die auf dem Intervall I definierten Ldsungen der linearen
Differentialgleichung

¥ =axr+b

sind dann durch die Gleichungen

¢
z(t) := zoet® 4 AW /b(T)eA(T) dr, ty € I,x9 € R, (23)

to

gegeben, wober

Insbesondere besitzt jedes AWP 2! = ax + b, z(ty) = xo, eine eindeutige
Lésung.

FEine homogene lineare Differentialgleichung (b = 0) besitzt den eindimen-
sionalen Untervektorraum

ReA® = {xoeA(t) tro € R} C Cl(I’R)
als Losungsmenge.

BEWEIS: Entsprechend Feststellung 2.16 bestimmt man zunéchst die Losun-
gen der homogenen Differentialgleichung

¥ =azr.
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Da a stetig ist, existiert eine Stammfunktion A von a, die man nach dem
Hauptsatz als

mit einem beliebigen ¢y € I schreiben kann. Nach der Kettenregel gilt dann
(eA)/ _ AleA — aeA’

das heifit die Funktion e” ist eine Losung der Differentialgleichung, und damit
auch jedes skalare Vielfache zge?, 2o € R. Es bleibt zu zeigen, dass dies alle
Losungen x : I — R sind. Sei z eine Losung; fiir diese gilt dann:

Y =a2'e™ — gae ™ = axe® — zaet = 0.

Da I ein Intervall ist, muss also ze™4
die Behauptung.

Gemaéf Feststellung 2.16 geniigt es eine Losung x, : I — R der inhomo-
genen Differentialgleichung anzugeben, um alle Losungen zu kennen. Diese
findet man durch einen heuristischen Ansatz, der sogenannten Variation der
Konstanten: Man betrachtet eine typische Losung der homogenen Differenti-
algleichung, also ce?, ersetzt die Konstante ¢ durch eine (unbekannte) diffe-
renzierbare Funktion ¢ : I — R und nimmt an fiir die gesuchte Losung gelte
x = ce?. Ableiten ergibt

= x¢ fiir ein ¢y € R gelten — dies ist

A

A = e 4 ace.

(ce

Ein Vergleich mit der rechten Seite der Differentialgleichung zeigt b = c’e?,

also ¢ = be~". Der Hauptsatz liefert

t
c(t) = / b(t)e A dr +d, d € R.
to
Man beachte dabei, dass die gleiche untere Integralgrenze wie bei der De-
finition der Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ver-

wendet wird. Daher muss nun die Konstante d eingefithrt werden, um alle
Stammfunktionen von ¢’ zu erhalten.
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Es ist nun nachzupriifen, ob die potentiellen Lésungen

¢
z = cet = e / b(t)e A dr + de?

to

tatsachlich welche sind:

4
t' = ae’ / b(T)e 4 dr + b+ dae.

to
Die rechte Seite der Differentialgleichung ergibt bei Einsetzen von z:
t t
ax + b= a(e? / b(t)e 2 dr + de?) + b = ae? / b(t)e 2D dr + ade® + b.
to to

Es handelt sich also um Losungen. Da nur eine Losung der inhomogenen
Differentialgleichung benétigt wird, kann man d = 0 setzen und erhélt die
im Satz angegebene Formel fiir alle Losungen.

Es bleibt die Behauptung iitber AWPs zu beweisen: Die in Formel (23)
angebene Losung besitzt die Eigenschaft z(tg) = x¢. Es sei nun y eine zweite
Losung mit dieser Eigenschaft. Dann ist © — y eine Losung der homogenen
Differentialgleichung =’ = az, also von der Form ce und mit der Eigenschaft
ceAl0) = x(ty) —y(ty) = 0. Da die Exponentialfunktion positiv ist, folgt ¢ = 0
und damit x = y. a

BEISPIEL 2.18: Das AWP

, 1 n 1 (@)
r=——x+-, x2(2)==x
tln(t)” "t 0
soll gelost werden.
Es ist a = ﬁ und b = % Dasjenige Intervall, auf dem a und b definiert
sind, ist also I = (1, 00).

Es ist

t

At) = / ! dr = In(In(7))|5 = In(In(¢)) — In(In(2)),

/ 7In(T)
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wie ein Blick in eine Integraltabelle zeigt. Damit ist

und folglich

Als Losung ergibt sich

o(t) = zojng + g n(2)(In(In(t)) — In(In(2)))

Toing + In(t)(In(In(t)) — In(In(2))).

&

Der einfachste Fall linearer Differentialgleichungen tritt auf, falls ¢ und b
konstant sind: Da die rechte Seite in diesem Fall nicht von ¢ abhéngt, kann
man die Losung mit dem Verfahren 2.8 finden. Hier soll jedoch stattdessen

der Satz 2.17 zum Einsatz kommen.

Es ist
t

A(t) :/adrza(t—to)

und damit

t t

/be‘A(T) dr = /be‘“(T_tO) dr = —9(6_““_“) —1).
a

to to

Die Losungen der Differentialgleichung sind also

z(t) = xoe“(t*"“) _ é(efa(tfto) —1) = :cge“(t’m) _ 9(1 _ ea(t7t0)>.

a a

Wir haben bewiesen:
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KOROLLAR 2.19: Es seien a,b € R, a # 0. Dann besitzt das Anfangs-
wertproblem
¥ =ax+0b, x(ty) = z0

fiir beliebiges ty € R und xg € R die eindeutige Losung

— ettt _ Py et
x(t) = zpe a(l e ).

Im Allgemeinen lauft das Bestimmen einer speziellen Losung einer li-
nearen Differentialgleichung auf eine haufig langwierige Integration hinaus —
siche den zweiten Summanden in der Gleichung (23). Diese kann manchmal
umgangen werden, indem man fiir die gesuchte Losung eine Ansatzfunktion
mit noch zu bestimmenden Parametern benutzt, die man dann mit Hilfe der
Differentialgleichung bestimmt. Dieses Verfahren ist natiirlich nur dann an-
wendbar, wenn man vorab weif3, welche Ansatzfunktionen zu verwenden sind.
Im Folgenden diskutieren wir eine Klasse von linearen Differentialgleichun-
gen, die auf diese Weise losbar sind: Man betrachte eine Differentialgleichung
der Form

¥ =ar+b, b= bt aby... bR, a#0.
k=0

Eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung ist nach Satz 2.17 durch

t n
z, = et [(Y prk)emalr=t) 47
to k=0

n t
— ea(t—to) Z bk’ f,]_ke—a(ﬂ'—to) d7_
k=0 to

gegeben. Fiir die Stammfunktionen der Funktionen tFe=2(~%) gilt die Rekur-
sionsformel

/tke—a(t—to) dt —_ _ltk‘e—a(t—to) + ﬁ/tk‘—le—a(t—to) dt

a a
Hieraus folgt, dass die Stammfunktionen von t*e=2(=%) die Form py,(t)e~(*~0)
besitzen, wobei p; eine Polynomfunktion vom Grad £ ist. Einsetzen in die
Formel fiir z liefert unmittelbar:
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FESTSTELLUNG 2.20: Fine lineare Differentialgleichung der Form
' = ax + b mit konstantem Koeffizienten a und einer Polynomfunktion vom
Gradn als Koeffizient b besitzt eine Polynomfunktion vom Gradn als Losung.

Die Feststellung liefert als eine Ansatzfunktion fiir die dort betrachteten
Differentialgleichungen.

BEISPIEL 2.21: Es sollen sdmtliche Losungen der Differentialgleichung
o =dr4+t* -1

ermittelt werden. Die Feststellung 2.20 liefert die Existenz einer speziellen
Losung der Form
Ts = ast® + ait + ag, ai € R.

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
2apt + ay = dagt® + dayt + dag +t° — 1 = (dag + 1)t* + dart + 4ag — 1.
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

4as +1 =0, 2a9 = 4ay, a1 = 4ag — 1

also
1152 1t N 7
Ts=—=t"— =t + —.
4 8 32
Die gesamte Losungsmenge der Differentialgleichung ist folglich
1 1 7
L={ce® ) 4 2 _t+ —:cecR}.
{ce +-7 3 + 37 €€ }

&

Weitere Beispiele linearer Differentialgleichungen werden in den folgenden
beiden Abschnitten diskutiert.
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2.4 Modellieren mit Differentialgleichungen

Die Beschreibung bestimmter Aspekte eines Ausschnitts der realen Welt
mit Hilfe mathematischer Objekte nennt man mathematisches Modellieren
oder mathematische Modellbildung. So kann man beispielsweise frei fallende
Korper in der Realitdt beobachten und Messungen des vom Koérper durch-
fallenen Wegs in Abhéngigkeit von der Zeit machen. Der Aspekt fiir den
man sich interessiert ist hier also die Abhéngigkeit zwischen Fallzeit und
durchfallenem Weg. Das mathematische Modell fiir diese Abhéngigkeit ist
die Funktion

1
S(t) - §gt27

wobei ¢ fiir die seit dem Beginn des Falls verstrichene Zeit steht, g := 9.81 5
und s(t) der in der Zeitspanne ¢ durchfallene Weg ist.

Ein »gutes< mathematisches Modell kann auf verschiedene Weise genutzt
werden:

e Zur Prognose von Eigenschaften des betrachteten Ausschnitts der rea-
len Welt: Ein Beispiel ist hier die Wetterprognose mit Hilfe von Glei-
chungssystemen, die das aktuelle Wettergeschehen beschreiben.

e Zur Ermittlung von Eigenschaften des betrachteten Ausschnitts der
realen Welt, die man nicht direkt beobachten kann oder mochte: Die
genaue Phosphatkonzentration im Wasser eines Tiimpels, bei der der
Tiimpel 6kologisch »umkippt<, mochte man eher nicht experimentell
ermitteln. Man kann sie aber eventuell durch eine Analyse des mathe-
matischen Modells bestimmen.

e Zur Simulation des betrachteten Ausschnitts der realen Welt: In der
Astrophysik kann man beispielsweise das >Leben< eines Sterns iiber
seine gesamte Lebensdauer hinweg in wenigen Stunden simulieren. Der
reale Prozess spielt sich in Zeitrdumen von mehreren hundert Millionen
bis Milliarden Jahren ab.

Bei der Erstellung eines mathematischen Modells gilt als grundlegendes Prin-
zip: So komplex wie notig und so einfach wie maoglich. Ein Modell ist stets
eine Annéherung an die reale Welt: Jedes Modell ist falsch. Die Giite eines
Modells kann man dadurch schéitzen, dass man die Modellprognosen iiber
den modellierten Ausschnitt der realen Welt mit Messergebnissen vergleicht,
einen Prozess, den man als Modellvalidierung bezeichnet. Insgesamt ergibt
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sich der in Abbildung 8 dargestellte Arbeitsprozess beim mathematischen
Modellieren.

In diesem und im folgenden Abschnitt werden einige einfache Beispiele
des Modellierens mit Differentialgleichungen vorgestellt. Der Arbeitsschritt
der Modellvalidierung wird dabei stets ausgespart, weil er die Durchfithrung
von Messungen oder Experimenten erfordert.

/,...

_— \ J
= B % e
Mathematisches .f/ Modell- \\, —
Modell \_validierung o
. / - T
— y 5 : R
Simulation, |
Prognose ...
‘ 4

y N 4

Modellbildung | Interpretation |

_ N 4

Ausschnitt der " " | Ergebnisbedeutung
realen Welt Ercennigii¥iscon in der realen Welt

Abbildung 8: Der Prozess des mathematischen Modellierens

Mathematische
Ergebnisse

BEISPIEL 2.22 (DAS ABKUHLUNGSGESETZ VON NEWTON 4): Ein Kérper
einer bestimmten Temperatur, zum Beispiel eine Tasse Tee, befinde sich in ei-
ner Umgebung konstanter Temperatur, zum Beispiel einem Wohnraum. Wie
verdndert sich die Temperatur des Korpers?

Um zu einem mathematischen Modell dieser Situation zu kommen, be-
schreibt man die Temperatur des Korpers im Lauf der Zeit durch eine diffe-

renzierbare Funktion
T: [to, OO) — R,

wobei tg derjenige Zeitpunkt ist, ab dem man die Temperaturverdnderung des
Korpers beschreiben mochte. Die Temperatur des Korpers zum Zeitpunkt ¢,

4Sir Isaac Newton, 1643 — 1727
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werde mit Tp, die Temperatur des umgebenden Raums mit Tk bezeichnet.
Zur Lebenszeit Newtons war eine physikalische Theorie der Wéarme noch
unbekannt, er machte daher den folgenden heuristischen Ansatz: Fiir >klei-
ne< Zeitintervalle At dndert sich die Temperatur des Korpers geméf

T(t+ At) — T(t) = —0(T(t) — Tr)At,

wobei 6 > 0 eine Konstante ist, die den Warmeiibergang vom Korper in den
umgebenden Raum beschreibt. Das Vorzeichen von @ ist so gewahlt, dass die
Temperaturianderung im Fall T'(¢) > Tk negativ ist. Newton wihlte seinen
Ansatz also so, dass sich die Temperaturinderung bei Vervielfachung des
kleinen(!) Zeitintervalls At entsprechend vervielfacht und die Geschwindig-
keit
T(t+ At) —T(t)
At

des Wiarmeverlusts linear mit der Hohe der Koérpertemperatur iiber der Raum-
temperatur steigt.

Der Wert der Konstanten 6 hiangt von der Gestalt des Koérpers (Grofie der
Oberflache), sowie der physikalisch-chemischen Beschaffenheit des Korpers
und des umgebenden Mediums (zum Beispiel Luft) ab.

Durch Grenziibergang ergibt sich eine lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten:

T(t) = lim T+ AAQ —TO) _ gy — T, (24)

Die Losungen einer solchen Differentialgleichung wurden im Korollar 2.19
bereits bestimmt. Fiir den vorliegenden Fall ergibt sich

T(t) = Tye 0t=t) 4 Tr(1 — =010, (25)

Bemerkenswert an dieser Losung ist, dass wegen e 0(0=%) 4 (1 — ¢=0(to=)) = |
die Temperatur T'(t) des Korpers zu jedem Zeitpunkt ein gewichtetes Mittel
der Anfangstemperatur Ty und der Umgebungstemperatur Ty ist. Die Be-
dingung Ty > Tk wird fiir die Herleitung der Differentialgleichung (24) nicht
benotigt, diese gilt also auch im Fall einer Erwarmung des Korpers (Ty < Tg).

Das Modell (25) fiir die Temperaturianderung besitzt die folgenden Ei-
genschaften:

1. Im Fall Ty > Ty ist T eine streng monoton fallende, nach unten durch
Tr beschrankte Funktion.
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2. Im Fall Ty < Tk ist T eine streng monoton wachsende, nach oben durch
Tr beschrankte Funktion.

3. Im Fall T() = TR ist T = TQ.

4. Im Fall Ty # Ty gilt tlim T(t) = Tg, wobei der Wert Tk nicht ange-
—00

nommen wird.

Alle genannten Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Gleichung

T(t) = (Ty — Tr)e ") + T
und der Tatsache, dass die Funktion e=?~%) streng monoton fallend ist.

Wiéhrend die Modelleigenschaften 1 bis 3 die Realitdt der Erfahrung ent-
sprechend abbilden, ist dies fiir Eigenschaft 4 zumindest zweifelhaft, da man
erwartet, dass ein Korper nach endlicher Zeit die Raumtemperatur angenom-
men hat.

Um das Modell (25) zu validieren und um mit diesem Prognosen machen
zu konnen, muss der Wert der Konstanten 6 bekannt sein. Diesen kann man
nur aus experimentellen Werten schéitzen, wobei man wie folgt vorgeht: In
einem Experiment misst man die Temperatur des in Rede stehenden Korpers
zu hinreichend vielen Zeitpunkten tg < f; <t < ... <t,. Da die zugehdrigen
Temperaturmessungen Ty, Ty, 715, ..., T, Messfehler enthalten, sind sie nur
Schatzungen der wahren Temperaturwerte des Korpers.

Die Modellgleichung (25) ldsst sich auch in folgender Form schreiben:

In(T'(t) — Tr) = —0(t — to) + In(To — Tr),

das heiit die Punkte (t — to,In(T'(t) — Tg)) € R? liegen auf einer Geraden
mit der Steigung —¢. Dann muss dies niherungsweise auch fiir die Messwer-
te (ty — to,In(Tx — Tp)) gelten. In Abbildung 9 links sind diese Werte fiir
Messdaten dargestellt, die der Webseite von Jim Wilson, University of Geor-
gia entnommen wurden. Sie stammen aus einem Experiment von Elizabeth
Gieseking, in dem die Abkiihlung von 800 ml Wasser in einem Glasbecher
gemessen wurde. Die Raumtemperatur betrug T = 23°C. Durch die Werte
(tx —to, In(T, —Tp)) wurde mittels linearer Regression (Methode der kleinsten
Quadrate) eine Ausgleichsgerade gelegt (Abbildung 9).

50



Sie besitzt die Gleichung
y = —0.026259¢ + 4.25496,

womit 6 = 0.026259 min " eine Schétzung fiir den Parameter 6 ist. Verwendet
man diesen Schétzer und stellt die Messdaten den Werten der Gleichung
(25) gegeniiber, so ergibt sich das in Abbildung 9 rechts dargestellte Bild.
Das Wasser kiihlt also stérker ab, als das Modell vorhersagt. Im Licht der
Wairmelehre ist dieses Resultat zu erwarten, da ein warmer Kérper nicht nur
durch Kontakt seiner Oberfliche mit dem kélteren Medium der Umgebung
Wiirme verliert, sondern auch durch Strahlung (Stefan-Boltzmann-Gesetz).
Hinzu kommt, dass sich in Wasser Konvektionsstromungen ausbilden kénnen,
die den Wirmeverlust ebenfalls erhéhen. Diese Effekte werden durch das
simple Modell von Newton nicht beriicksichtigt. &

In(T(O-T,)
T (Grad Celsius)

Abbildung 9: Experimentelle Bestimmung von 6 im Abkiihlungsgesetz fiir
Wasser

BEISPIEL 2.23 (TEMPERATURSCHWANKUNGEN IM AQUARIUM): Ein so-
genanntes Kaltwasseraquarium besitzt keine eigene Heizung des Wassers, des-
sen Temperatur passt sich also der Temperatur des umgebenden Raums an.
Im Folgenden sollen die tageszeitabhéngigen Temperaturschwankungen des
Aquarienwassers im Lauf der Sommermonate modelliert werden. Es wird da-
bei die Annahme gemacht, dass sich die Temperatur Tk des Raums, in dem
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das Aquarium steht, periodisch mit einer Periode von 24 Stunden &ndert.
Basis der Modellierung ist das Newton’sche Abkiihlungsgesetz, wobei jetzt
aber eine zeitabhéngige Umgebungstemperatur T vorliegt. Die resultierende
Differentialgleichung

T = —0(T — Tg) = —0T + 0Tk

ist zwar linear, der Koeffizient 6Ty ist aber nicht konstant. Die Anwendung
von Satz 2.17 fithrt zu der Losung

t
T(t) — Toe—e(t—to) + e—@(t—to) /HTR(T)QG(T—tO) dr.

to

Die tageszeitlichen Temperaturschwankungen des Raums sollen mit Hilfe ei-
ner Sinus-Funktion beschrieben werden, was zwar sicher keine sehr realisti-
sche Annahme ist, aber fiir Demonstrationszwecke ausreicht. Es sei t,,., die
Uhrzeit, zu der Ty ein Maximum annimmt, Tg sei die Tagesdurchschnitt-
stemperatur und T4 sei die Amplitude der Temperaturschwankungen. Dann
gilt also:
Tr(t) = Tr+Tasin(Z(t — tmax) + 3)
= Tr+Ty sin({5(t — tmax) + 5)
= Trp+ Tasin(w(t — tmax) + ),

wobel w := 5 und p := 7; die Phasenverschiebung um p ist notwendig, um
das Temperaturmaximum in die zweite Tageshilfte zu verschieben.

Die Losung 7' kann nun konkreter bestimmt werden: Laut der Integral-
tabelle in [B-S] ist

ef(T7—tg)

J s (W(T = tinax) + p)e?T dr = G (05in(w(T — tiax) + 1)
—w cos(W(T — tmax) +D))-

Es folgt:

t t t
/TR(T)eg(T_tO) dr = /TRee(T_tO) dr + Ty / sin(w(7T — tmax) + p)ee(T_to) dr
to to

to

= TR’ —1)
+92T7Aw269(t—t0)(9 sin(w(t — tmax) +p) — wcos(w(t — tmax) + P))
_92-&—7Au.12(0 Siﬂ(w(tO - tmax) +p) —w COS(w(tO - tmax) +p))
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Insgesamt ergibt sich damit fiir die Losung:

T(t) — ToefG(tfto) +TR(1 _ efﬁ(tfto))
+9§If)2 (Osin(w(t — tmax) + 5) — wcos(w(t — tmax) + 5))
_egziﬁﬂe—e(t—to)w sin(w(to — tmax) + 5) — wcos(w(to — tmax) + 5)),

wobei sich die trigonometrischen Term weiter vereinfachen ldssen: Zunéchst
ist nach einem der Additionstheoreme

cos(w(t — tamax) + g) = — Sin(W(t — tuar))-,

es folgt also:

T(t) = Toe—a(t_to) + TR(l _ e_e(t_t()))
224 (0 8in(w(t — tmax) + ) + wsn(W(t — tmax)))

—eﬁ%e—f’(t—to)(esm(w(to — tmax) + 5) + wsin(w(to — tmax))),

Weiter gilt fiir Summen von Sinusfunktionen gleicher Frequenz die Bezie-

hung
Aj sin(wt + py) + Ay sin(wt + py) = Asin(wt + p3),

wobel

A= \/Af + AZ +2A, Ay cos(pa — p1)

und

tan(ps) = Ay sin(py) + Az sin(ps)
bs Ay cos(pr) + Az cos(pa)

Im vorliegenden Fall ergibt dies
Osin(w(t — tmax) + g) + wsin(w(t — tmax)) = V02 + w?sin(w(t — tmax) + arctan(g)).
Damit gilt fiir die Losung;:

T(t) —_ Toefe(tfto) +T7R(1 _ efe(tfto))
+ Jgfﬁ sin(w(t — tmax) + arctan(2))
:\/%e_e(t_to) sin(w(to — tmax) + arctan(2))
=: T(t) + Ts(t) + A(?).

Dieses Modell der tageszeitlichen Temperaturschwankungen des Wassers
im Kaltwasseraquarium fiihrt zu einem guten Verstdndnis zum Beispiel des
nach einem Wasserwechsel ablaufenden Temperaturanpassungsprozesses:
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Abbildung 10: Temperaturschwankungen im Kaltwasseraquarium

Man nimmt an zum Teitpunkt ¢, habe ein Wasserwechsel des Aquariums
stattgefunden, der die Wassertemperatur auf den Wert T gebracht hat. In
der Abbildung 10 ist der Graph der Losung T als dunkelblaue Kurve iiber
einen Zeitraum von 104 Stunden nach dem Wasserwechsel dargestellt. Dabei
werden folgende Werte verwendet:

Tr=25°C, Ty =9°K, tmax = 14: 00, t, = 16 : 00, T, = 13°C.

Die sich ergebenden tageszeitlichen Schwankungen der Raumtemperatur Ty
sind als griin gefarbte Kurve zu sehen.

Der Temperaturverlauf 7' nach dem Wasserwechsel setzt sich aus drei
Komponenten zusammen:

e Einem Erwarmungsprozess, der die initiale Wassertemperatur 7 geméfl
dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz an die mittlere Wassertempera-
tur Tx anpasst, wobei die Konstante 6 durch die Geometrie des Aqua-
riums, sowie durch die Tatsache, dass der Warmeiibergang zwischen
Wasser und Luft stattfindet, definiert ist. Dieser Erwarmungsprozess
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ist durch den Summanden
T(t) = Toe_e(t—to) +T_R(1 _ e—e(t—to))

gegeben und in Abbildung 10 als hellblaue, durchbrochene Linie dar-
gestellt.

Einer harmonischen Temperaturschwingung, die durch die Gleichung

o7 sin(w(t — tmax) + arctan(ﬁ))

V6% 4 w? w

gegeben ist. Man beachte, dass fiir die Amplitude dieser Schwingung

Ts(t) =

0

Nl

gilt, das heifit die tageszeitlichen Temperaturschwankungen des Raums
werden durch das Wasser gedampft. Weiter ist die Schwingung ge-
geniiber den Tagestemperaturschwankungen des Raums phasenverscho-
ben, und zwar umso stirker je grofler 6 ist. In Newtons Abkiihlungs-
gesetz steckt die Annahme, dass der Wéarmeiibergang im Wesentlichen
iiber die Koérperoberfliche erfolgt, grofieres 6 bedeutet also schnelleren
Wairmeiibergang bei gegebener Korpertemperatur. Da der >Korper<
im, vorliegenden Fall stets das Aquarium und das Medium stets Luft
ist, kann ein schnellerer Wérmeiibergang nur durch Vergroflerung der
Aquarienoberfliache erzeugt werden. Folglich ist die Phasenverschiebung
der Temperaturschwankungen bei gréfleren Aquarien grofler als bei klei-
nen. Entsprechend den Eigenschaften des Arcus Tangens bleibt die Pha-
senverschiebung stets unter dem Wert 7.

Dem Term A(t), der die zum Zeitpunkt ¢ noch vorliegende Abweichung
von derjenigen Temperaturdynamik beschreibt, die das Aquarium ohne
Wasserwechsel haben wiirde: Es gilt ndmlich fiir grofle Teitintervalle
t — tg, also zeitlich lange nach dem Wasserwechsel,

0T 4
VE T2
da diejenigen Terme, die einen Exponentialfaktor enthalten, dann sehr
klein sind. Dieser »eingeschwungene Zustand< Ty (t) der Tempera-
turdynamik ist in Abbildung 10 als Kurve in hellblauer Farbe darge-

stellt. Er wird ndherungsweise etwa 80 Stunden nach dem Wasserwech-
sel erreicht.

T(t) ~Tg + sin(w(t — tmax) + arctan(g)) =Ty + Ts(1),
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Man beachte, dass der >»eingeschwungene Zustand< nicht von den An-
fangsbedingungen ¢, und 7, abhéngt.

&

2.5 Modellierung von Wachstumsprozessen

In diesem Abschnitt werden einfache Modelle fiir Wachstumsprozesse be-
trachtet, wie zum Beispiel die zeitliche Verdnderung der folgenden Grofien:

e die Anzahl der Lebewesen einer bestimmten Art in einem bestimmten
Lebensraum,

e die Masse eines Tumors,
e der Energieverbrauch der Weltbevolkerung,
e das Liangenwachstum eines Baumes.

Fiir die Modellierung wird stets angenommen, dass die betrachtete Grofle
x differenzierbar von der Zeit ¢ abhingt. Im Fall von diskreten Gréflen wie
der Anzahl von Lebewesen erscheint dies unrealistisch. Das Umwandeln einer
diskreten Grofle in eine kontinuierliche ist jedoch ein Standardwerkzeug der
Mathematik, dessen Anwendung sich dadurch rechtfertigen lédsst, dass die so
ermittelten Zeitverlaufe von x die diskreten Werte anndhern — man spricht
in diesem Zusammenhang auch von Regression.

Fiir kleine Zeitanderungen At erscheinen folgende Annahmen realistisch:

e Der momentane Zuwachs x(t + At) — z(t) ist proportional zu At.

z(t+At)—x(t)

; ist proportional

e Die momentane Wachstumsgeschwindigkeit
zu z(t).

Es ergibt sich
z(t + At) — x(t) = a(t, z(t))z(t) At,

wobei man den Faktor a(t, z(t)) als momentane Wachstumsrate bezeichnet.
Man beachte die doppelte Abhéngigkeit der Wachstumsrate von der Zeit:

e Die Wachstumsrate kann explizit von der Zeit abhéngen. Zum Beispiel
ist das Paarungsverhalten vieler Tierarten an bestimmte Jahreszeiten
gekoppelt.
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e Die Wachstumsrate kann iiber die Grofle z implizit von der Zeit
abhéngen. Zum Beispiel benotigt eine grofie Population von Lebewesen
mehr Nahrung als eine kleine. In einem begrenzten Lebensraum kann
Wachstum also die Wachstumsrate verringern.

Da x als differenzierbar nach ¢ vorausgesetzt wird, folgt durch Grenziibergang
die allgemeine Wachstumsdifferentialgleichung

¥ =alt,x)z, (26)

wobei die Wachstumsrate a noch unspezifiziert bleibt.

Fiir das Folgende sei noch angemerkt, dass Zuwachs im mathematischen
Sinn auch negativ sein kann, dass also auch eine Verminderung der Grofle x
mit unter den Begriff >Wachstum« fllt.

EXPONENTIELLES WACHSTUM

Héngt die Wachstumsrate a(t,z) weder von der Zeit ¢ noch von z ab, so
ergibt sich die einfache Differentialgleichung

¥ =ar, «a€R, (27)
mit den Losungen
z(t) = zge®) |ty 20 € R. (28)

Ein solches Wachstumsgesetz liegt zum Beispiel dann vor, wenn das Wachs-
tum einer Population von Lebewesen die dafiir benotigten Ressourcen nur
gerinfiigig beeinflusst, weil diese Ressourcen im Ubermaf vorhanden sind,
und wenn keine anderen Faktoren die Vermehrung beeinflussen. In der Rea-
litat liegt diese Situation beim Wachstum von Bakterien in einem optimalen
Umfeld vor, zum Beispiel bei der Ziichtung von Bakterien auf einem Nahrbo-
den (Abbildung 11, rechts): Bakterien sind Einzeller ohne Zellkern (Proka-
ryonten, Abbildung 11, links), die sich durch Zellteilung vermehren. Gelangt
zum Zeitpunkt ¢y eine kleine Bakterienmenge z( in ein wachstumsférderndes
Umfeld, so passen diese Bakterien zunéchst ihren Stoffwechsel an die vorlie-
genden Bedingungen an, wobei kein wesentliches Populationswachstum ein-
tritt. Danach stellt sich eine Phase exponentiellen Wachstums ein, die solange
anhélt, wie die vorhandenen Nahrungsressourcen dies zulassen. Beispielsweise
wéchst das Tuberkulosebakterium Myobacterium tuberculosis etwa mit einer
Wachstumsrate von
a=0.05h""
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Bringt man also eine Bakterienpopulation von zy = 10 auf einen N&hrboden,
so sind 24 Stunden nach dem Beginn der Wachstumsphase zum Zeitpunkt
to = 0 etwa

(24) = 10e* 0% ~ 33

Bakterien vorhanden.

Die Zeitspanne t4, die eine Population der Grofle 27 := x(¢1) bendtigt um
sich zu verdoppeln, nennt man die Verdopplungs- oder Generationszeit. Man
kann sie aus der Gleichung

z(ty + tq) = 2, = woertta)

bestimmen. Es ergibt sich

e

die Generationszeit ist also nicht von x(t;) abhingig. Im Fall von Tuberku-
losebakterien ergibt sich t; ~ 13.86 h.

Abbildung 11: Bakterien auf einem Nédhrboden

HYPERBOLISCHES WACHSTUM

Die Individuen einer Population sind méglicherweise in der Lage ihre Umwelt
wachstumsférdernd umzugestalten. In diesem Fall kommt es zu einer positi-
ven Riickkopplung zwischen der Populationsgréfie und der Wachstumsrate,
weil mehr Individuen die Umwelt stérker positiv beeinflussen kénnen. Ein
simples Modell fiir diese Art von Wachstum wird durch die Differentialglei-
chung

7' = (yz)Bz = fyaz®, B,y €R’ (29)
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geliefert, in der die Konstante 3 die Wachstumsrate ohne Beriicksichtigung
der Umweltumgestaltung und vz die populationsabhéngige Verstarkung von
[ durch die Umweltumgestaltung beschreibt. Man beachte, dass in diesem
Modell stets positives Wachstum vorausgesetzt wird.

Die Wachstumsverstarkung multiplikativ zu modellieren ist nicht zwin-
gend, andere Kombinationen von 8 und ~x sind denkbar. Bezieht man sich
auf das allgemeine Wachstumsmodell (26), so gilt

a(t,z) = pyx.

Die Differentialgleichung (29) zeigt unmittelbar, dass fiir eine Losung x
an jeder Stelle ¢ mit x(t) # 0 die Ungleichung 2/(¢) > 0 gilt. Losungen x # 0
— die Nullfunktion ist eine Losung — sind also streng monoton wachsend. Sie
lassen sich mit dem Verfahren 2.8 ermitteln: Wegen der Nullstelle der rechten
Seite bei x = 0 miissen dabei die Intervalle (—oo, 0) und (0, co) unterschieden
werden. In beiden Féllen gilt:

£
1 1 1 1
w0 = [ Gttt = gkt o= g

Im ersten Fall ist der Definitionsbereich der Losung

Iy = t1((=00,0)) = (

und im zweiten Fall

Auf diesen Intervallen ist die Losung jeweils durch die Abbildungsvorschrift

1

wlt) = = = Byt —to)

(30)
gegeben. Diese besitzt an der Stelle t, := m + to einen Pol und es gilt

lim 24 (t) =

t—ts

—oo falls g < 0,
oo falls g > 0.
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Abbildung 12: Hyperbolisches Wachstum bei § =1.2,v=0.2,t5 =0, 29 =1

Interpretiert man x tatséchlich als Individuenzahl einer Population, so ist
nur der Fall zg > 0 relevant. In diesem Fall ist x streng monoton wachsend
und besitzt nach endlicher Zeit(!) eine sogenannte Singularitit, ndmlich die
Polstelle. Wéahrend exponentielles Wachstum in einer Umwelt mit endlichen
Ressourcen zu einer katastrophalen Entwicklung fiihrt, ist dies fiir hyper-
bolisches Wachstum sogar in einer Umwelt mit unendlichen Ressourcen der
Fall.

In Abbildung 12 ist fiir den Fall § = 1.2 und v = 0.2 die Loésung x
des AWP z(0) = 1 in blauer Farbe dargestellt; die Singularitiat liegt bei
ts = % ~ 4.16. Zum Vergleich ist in roter Farbe auch ein exponentielles
Wachstum mit dem Wachstumfaktor Sy und x(0) = 1 dargestellt. Die Kurve
in orange zeigt eine Losung mit zy < 0.

Es wird von verschiedenen Forschern angenommen, dass die menschliche
Population der Erde zumindest zeitweise hyperbolisch gewachsen ist. Dies
kann man gegebenenfalls dadurch erkliaren, dass der Mensch seine Lebensbe-
dingungen aktiv zum Besseren umzugestalten versucht. Beispiele fiir solche
gestaltenden Mafinahmen sind das Leben in Behausungen statt im Freien, die
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Einfiihrung der Landwirtschaft anstelle des Daseins als Jéger und Sammler
und die Entwicklung der Medizin. Die Abbildung 13 ist dem Artikel [Nie]
entnommen, in dem der Autor Nielsen die These vertritt, dass das Wachs-
tum der Menschheit in der Vergangenheit zwei hyperbolischen Phasen mit
unterschiedlichen Wachstumsfaktoren gefolgt ist, zwischen denen etwa im
Zeitraum 500 v. Chr. bis 500 n. Chr. ein Ubergang stattfand.

10.000 4
k # Population Data
BC Hyperbolic Trend (10,000 - 500 BC)
——— AD Hyperbolic Trend (AD 500-2015)
------- BC/AD Transition
O  Industrial Revolution
1.000 A

0.100 +

Populatio[Billion]

0.010 A

0 . 00 1 T T T T T T
-10,000 -8,000 -6,000 -4,000 -2,000 0 2,000

Year

Abbildung 13: Hyperbolisches Wachstum der Menschheit nach R. W. Nielsen
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SAISONALES WACHSTUM

Das Wachstum von Populationen wie auch von einzelnen Lebewesen unter-
liegt h&ufig periodischen Schwankungen. Griinde hierfiir sind beispielsweise:

e jahreszeitliche Schwankungen der Temperaturen des Lebensraums,

e periodische Anderungen im Nahrungsangebot, die ebenfalls durch Jah-
reszeiten, im Fall mariner Lebenformen aber auch durch wechselnde
Meerestromungen verursacht sein kénnen,

e saisonales Paarungsverhalten.

Fiir eine Population von Lebewesen in einem ressourcenreichen Lebensraum,
konnte man eine saisonal schwankende Wachstumsrate etwa wie folgt model-
lieren:

7' = (By + Brsin(wt))x, o, fr,w € R7Y, (31)

Hierbei sind w die Frequenz und p; die Amplitude der Schwankungen des
Wachstumsfaktors; Sy ist sein durchschnittlicher Wert. Hierbei sind zwei Félle
zu unterscheiden: Kann die Population aufgrund der saisonalen Gegebenehei-
ten sogar schrumpfen, zum Beispiel infolge von jahreszeitlich bedingter Nah-
rungsknappheit, so ist Sy < (1. Falls ein solches Schrumpfen nicht moglich
ist, ist notwendig [y > ;. In jedem Fall handelt es sich um eine homogene
lineare Differentialgleichung. Satz 2.17 liefert die Losungen:

ﬁotf% cos(wt) __ SL’O(Z*% cos(wt) €B0t. (32>

x(t) = zpe
Den prinzipiellen Verlauf eines solchen Wachstums zeigen die blau gefirbten
Kurven in der Abbildung 14, wobei die durchgezogene Linie den Fall 3y < 1
und die durchbrochene Linie den Fall gy > ; wiedergibt. Zum Vergleich ist
in oranger Farbe auch die Wachstumskurve x(t) = zoe™®! eingezeichnet.

BERTALANFFY-WACHSTUM

In der Realitét ablaufende Wachstumsprozesse finden in einer Umgebung mit
beschréankten Ressourcen statt. Da eine wachsende Population immer mehr
dieser Ressourcen benotigt, muss in einem realistischen Wachstumsmodell die
Wachstumsrate mit zunehmender Population schliellich kleiner oder sogar
negativ werden. Man bedenke dabei, dass der Begriff >Ressource< hier sehr
allgemein zu verstehen ist. Er schliefft alle Groflen ein, die den betrachteten
Wachstumsprozess erméglichen.
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Abbildung 14: Saisonales Wachstum in ressourcenreicher Umwelt

Eine einfache Idee zur Modellierung des Wachstums von Populationen un-
ter Ressourcenbeschriankung besteht in der Annahme, dass der dann notwen-
digerweise beschrinkte Lebensraum eine Population der maximalen Grofie
xy, > 0 dauerhaft >tragen< kann. Dieser Idee folgend wird die Wachstums-
rate der Population umso kleiner werden, je ndher die Populationsgréfie der
Maximal- oder Grenzpopulationsgrofie xy kommt. Geht man dabei von ei-
ner linearen Kopplung zwischen Wachstumsrate und Annédherung an die
Grenzpopulationsgrofle xp aus, so ergibt sich die von dem Biologen und
Systemtheoretiker Ludwig von Bertalanffy (1901 — 1972) eingefiihrte lineare
Differentialgleichung

¥ =Bz — x) (33)

mit einer Konstanten 8 > 0. Von der Form her dhnelt die Differentialglei-
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chung dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz und nach Korollar 2.19 sind ihre
Losungen

z(t) = e’ 4gp (1 — Pty = g — (2, — 20)e’t0D, (34)

Die Losungen x sind im hier interessierenden Fall xy < z folglich streng
monoton wachsend und besitzen die Asymptotik

tlirilox(t) =xy.

Weiter besitzt jede solche Losung genau eine Nullstelle, ndmlich

1 Ty,
"=ty — =1 .
’ g n(xL — Zo
Im Intervall (¢*,00) losen die Funktionen z also die Differentialgleichung
/ Ty
= B(ZE 1)z
v’ =p0(— -1

Vergleicht man diese Differentialgleichung mit dem allgemeinen Wachstums-
modell (26), so erhélt man

und damit auch eine Interpretation von 3 als die Wachstumsrate der Popu-
lation bei der Populationsgrofie %x . Firz < %x 1, wachst die Population mit
einer Rate grofer als 8, wahrend das Wachstum fiir = > %x 1, mit einer Rate
kleiner als 3 erfolgt.

Der Verlauf eines Bertalanffy-Wachstums ist in der Grafik 15 als Kurve
in blauer Farbe dargestellt; es wurden die Werte ty = 0, xg = 1, 2, = 10
und S = 0.1 verwendet. Die Horizontale in dunklem Orange markiert die
Grenzpopulationsgrofe.

In der Biologie wird basierend auf den Ideen von Bertalanffy [Ber| die Dif-
ferentialgleichung (33) unter anderem genutzt, um das Wachstum einzelner
Organismen zu beschreiben. Hierbei kann man den Organismus als Popula-
tion seiner Zellen ansehen, die sich beim Wachsen vermehren. Die Wachs-
tumsgrenze x; und die Wachstumsrate [ werden dann einerseits durch die
Genetik vorgegeben, aber auch durch das Umfeld, in dem der Organismus
wéchst. Natiirlich kann man in der Praxis nicht die Anzahl der Zellen eines
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35
t (Zeit)

Abbildung 15: Bertalanffy-Wachstum

Organismus ermitteln. Als Ersatz wird man daher eine mit der Zellenzahl kor-
relierte Grofle wie das Gewicht oder die Korperldnge verwenden. Es entsteht
dann das Problem der Bestimmung der Parameter x; und § fiir Organismen
einer bestimmten Art. Dieses soll an einem konkreten Beispiel diskutiert wer-
den: Es soll ein Bertalanffy-Modell fiir das Langenwachstum einer bestimm-
ten Fischart, namlich des Steinbutts (Scophthalmus maximus, Abbildung 16,
links) erstellt werden. In einer realistischen Situation wiirde man hierzu Da-
ten zur Lénge vieler Steinbutte verschiedenster Alter t; < t5 < ... < t,
erheben und fiir jedes erhobene Alter ¢ eine mittlere Lénge x; berechnen.
Mittels der Daten (ty, zx), k € {1,...,n}, lassen sich dann Schétzungen der
Parameter z; und 3 ermitteln. Im Folgenden sollen nur die Daten eines Stein-
butts genutzt werden; das prinzipielle Vorgehen &ndert sich dadurch nicht.
Die Daten sind in Abbildung 16 rechts grafisch dargestellt: Gezeigt ist das
Alter des untersuchten Steinbutts in Jahren und seine Linge in Zentimetern.
Die Angaben wurden dem Artikel [Men] entnommen.

Zur Ermittlung von § und -y, wird das Verfahren von Ford-Walford [Walf]
verwendet: Nimmt man an, die Datenerhebungszeitpunkte ¢, besitzen alle
den gleichen, im Verhéltnis zur Lebenszeit des Organismus nicht zu grofien
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Abbildung 16: Der Steinbutt und sein Léngenwachstum

Zeitabstand At, so gilt aufgrund der Bertalanffy-Differentialgleichung néhe-
rungsweise:

Tyl — T, T(trr1) — z(tr)
ﬁ(:ﬂL — ZU(tk))At
—ﬁAtl’k + B.'I?LAt.

Man erhélt also die ndherungsweise lineare Relation

QR

Ty ~ (1 = BAY)xy + S At = may + ¢

aus deren Koeffizienten m und ¢ man dann die gesuchten Parameter gewinnen

kann:
1—-m c

= At TET I
Ermittelt man die Koeffizienten m und ¢ mittels der Methode der kleinsten
Quadrate (siehe Abbildung 17, links), so ergibt sich

m = 0.72, ¢ = 14.61

und damit
B =028cm™t, x; =52.35cm.

Lost man das AWP

7' =0.28cm (52.35cm — x), x(t) = 4,
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Abbildung 17: Bertalanffy-Modell des Steinbuttwachstums

die Anfangsbedingung ist also durch den ersten Datenpunkt (¢1,x;) gege-
ben, so ergibt sich die in Abbildung 17, rechts dargestellte Wachstumskurve.
Der Verlauf der Kurve folgt zwar prinzipiell dem Verlauf der Daten, die-
se werden aber systematisch unterschétzt, sodass eine genaue Analyse der
Parameterschéitzung angezeigt ist: die geschitzte Grenzlange xj scheint zu
klein; dasselbe gilt fiir die Wachstumsrate 3, da die Kriimmung der Wachs-
tumskurve im mittleren Altersbereich nicht stimmt.

Fische wachsen in jahreszeitlich variierender Geschwindigkeit. Daher wur-
de von I. F. Somer [Som] das folgende saisonal angepasste Bertalanffy-Modell
fiir das Fischwachstum vorgeschlagen:

o' = Bt)(xy —x), B(t) =B+ Basin(2r(t — tw) + 3;) (35)

Hierbei ist:
e z; > 0 die Maximallédnge der betrachteten Fischart,
e (> 0 die durchschnittliche Wachstumsrate,
e 34 € [0,3] die Amplitude der jiahrlichen Wachstumsratenvariation,

e ty der sogenannte Winterpunkt mit minimaler Wachstumsrate.

Die Zeit t muss in diesem Modell in Jahren angegeben werden.
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Abbildung 18: Ostseedorsch

Das Somer-Modell ist eine lineare Differentialgleichung mit den Koeffizi-
enten a(t) = —f5(t) und b(t) = xB(t). Satz 2.17 liefert fiir die Anfangswerte
x(tp) = 0, das heifit der betrachtete Fisch wird zum Zeitpunkt ¢ »geboren<:

= xre t)/ﬁ A(T

Alt) = —j@mm

= —ft B+ Basin(2m(T — tyw) + 37”)) dr
= (B(t —to) + 54 (cos(2m(to — tw) + 37r) — cos(2m(t — tw) + 3?”)))

Wegen A’ = —f ergibt sich
t
/ B(r)eA) dr = =AW _ g=Alto) _ =AM _ 1

und damit
z(t) = zpe (e — 1) =z, (1 — 20).
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Die Abbildung 19 zeigt die Wachstumskurve eines Dorsches (Abbildung 18)
zu den Parametern t5 = 0, x;, = 95 cm, 8 = 0.16 = 4 und ty = 11—2 (etwa

entsprechend dem 30. Januar eines Jahres).

Abbildung 19: Saisonal angepasstes Bertalanffy-Modell des Dorschwachstums

LogisTiISCHES WACHSTUM

Im Bertalanffy-Wachstumsmodell wird der Effekt beschrinkter Ressourcen
durch den Faktor x; — 2 modelliert. Der Mathematiker Verhulst ® hat diesen
Effekt etwas anders modelliert: Wie Bertalanffy geht er von einer durch die
Ressourcenbeschréinktheit gegebenen Grenzpopulation z; > 0 aus, model-

liert die Wachstumsratenfunktion aber als
a(t,z) = ag(l — —),
rr
wobei oy > 0 als Wachstumsrate, die bei unbeschréinkten Ressourcen auftre-
ten wiirde, interpretiert werden kann. Es ergibt sich die so genannte logisti-
sche Differentialgleichung

' = ap(l — i)x = T — @$2, o,y > 0; (36)
Ty, XL

SPierre Francois Verhulst, belgischer Mathematiker, 1804 — 1849
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