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Es soll das bestimmte Integral

b
I1(f) ::/a f(x)dx

berechnet werden. Diese Aufgabe kann man fiir eine gewisse Klasse von
Funktionen durch explizite Angabe einer Stammfunktion F(x) I6sen:

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).

In vielen Fallen lasst sich aber die Stammfunktion nicht in geschlossener
Form angeben und man ist auf Naherungsverfahren angewiesen.

Die numerische Berechnung von /(f) bezeichnet man auch als numerische
Quadratur. Diesen Namen fiir numerische Integration gab die klassische Aufgabe
der Quadratur des Kreises, das (wegen der Transzendenz von 7) nicht |8sbare
Problem, mit Zirkel und Lineal ein Quadrat mit dem Flacheninhalt des

Einheitskreises zu konstruieren.
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GauB'sche Glockenkurve. |

Einige wichtige Funktionen erlauben keine explizite Darstellung der
Stammfunktion, wie das folgende Beispiel zeigt.

Ist eine Variable x normalverteilt, so beschreiben der Mittelwert © und die
Standardabweichung o die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung mittels

der Funktion )
L exp = —p .
o2 202

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert x zwischen a und b auftritt ist
durch das Intergral

gegeben, das wir nur numerisch berechnen konnen.
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GauB'sche Glockenkurve. I

GauB’sche Glockenkurve fir x = 0, 0 = 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine (0, 1)-normalverteilte Zufallsvariable einen Wert zwischen 1 und 2
annimmt, entspricht der GroBe der markierten Flache.
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Bestimmte Integral als Flache

Das bestimmte Integral lasst sich interpretieren als die Flache unter dem

Funktionsgraphen von f(x). Daher ist /(f) genau die GroBe der von f(x)
und der x-Achse begrenzten Flache zwischen a und b.

f

I=[! fryde

Mit Hilfe dieser geometrischen Bedeutung des Integrals kdnnen wir /(f)
approximieren, in dem wir die dazugehorigen Flache approximieren.
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Rechteckregel. |

Aufgrund der Definition des Riemannschen Integrals durch Riemannschen
Summen liegt es nahe, zur Berechnung von /(f) die so genannte
Rechteckregel zu verwenden:

Wir unterteilen das Intervall [a, b] gemaB der Zerlegung
Zpa=xp<x1<---<xp=2b
in n disjunkte Teilintervalle (x;, xj+1). Die Summe

n—1

QFf == F(x) (41 — x;) mit einem x* € [x;, x;11]
j=0

bildet einen Nahrungswert an das bestimmte Integral /(f).
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Rechteckregel. |l

Die folgende Wahl fir xf ist tiblich:

n—1
° xf = fiihrt zu Quf := 32 )1 — ).
J:
) n—1
o x = xjt1 fihrt zu Qpf := 3 f(Xj11)(Xj41 — X))

j=0
° X' = %185 fithrt zur sogenanten (Mittelpunktregel)

n—1 ) o
Quf = 'Zo f(ixﬁl; *) (541 — %)
J:

T2 T3 z4=b

=Ty T T, T3 T4=b a=Ty I
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Rechteckregel. IlI

Ist die Intervallteilung aquidistant gewabhlt,

hi:Xj+1—Xj=b;a, 0<,;<n-1,
erhalt man
n—1
h
Qaf:hzgf(xj), Qbf_hzlij)undQMf_hZf<xj 2)
J= J

Beispiel: Wir berechnen eine Naherung fir ff x2dx mit der Rechteckregel Q,f
fur 4 Teilintervale. Wir erhalten

h:(2—1)/4:1/4, XOZ]., X1:1—|-1/4, X2:1+2/4,X3:1+3/4,X4:2

und ) ) )
_1((® 6 7 2| _ 87 _
a5 (3 + (2) =) -Z-an

Zum Vergleich:
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Fehlerschranke fiir die Rechteckregeln. |

Fiir eine auf (a, b) stetig differenzierbare Funktion f erhalten wir tiber den
Mittelwertsatz

() = F05) + P =), & € (min(x, ), max(x, )

die Fehlerdarstellung
Xj+1 Xj+1
[ reaae—nr0g) = [ g)0x - )
X X
wobei h:= xj41 — x;. Fir x = x; gilt also
Xj+1 / * h2 *
[ fede be0g) = P& G 6 0g5),
Xj

da & stetig von x abhangt.
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Fehlerschranke fiir die Rechteckregeln. [l

Fiir den Quadraturfehler R,f, der bei der Naherung

b
/ f(x)dx = Qaf + Ryf

auftritt, ergibt sich damit

n—1

Z F(E) = alb—a)- 3 F(E) = 2 (E)(b~2)

Jj=0
mit £ € (a, b) nach dem Zwischenwertsatz. Fiir die Quadraturformel Qpf
mit x* = Xj11 ergibt sich entsprechend

h _, » o
f= _Ef/(é)(b_a)a f € (37 b)a
so dass man sowohl fiir Q,f als auch fiir Q,f die Fehlerschranke
h
|Raf| < 2 M [£'(x)|(b— a)

erhalt.
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Fehlerschranke fiir die Rechteckregeln. Ill

Beispiel: Im obigen Beispiel gilt
h

Rof| < 5 max IF(l(b—a)
_ 1 2y/
= amyleie-D
1 1
= = 2 —-4=05
SXQ[?)E]’ Xl = 8

Bei der Mittelpunktregel ist jedoch mehr zu erreichen, wenn die Funktion
f zwei mal stetig differenzierbar ist. In diesem Fall erhalt man

2

h
Rof| < — " —a).
Raf| < 57 max [F/(3)I(b = 2)

Bemerkungswert ist die Tatsache, dass diese Schranke von Ordnung O(h?)
ist.
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Trapezregel. |

Bis jetzt haben wir die Funktion f auf jedem der Teilintervallen (x;, Xj+1),
0 <j < n—1, durch eine Konstante f(x7), x € [x;, xj+1], interpoliert.
Interpoliert man die Funktion f iiber den Teileintervallen stiickweise linear,
so erhalt man als die Summe der enstehenden Trapezenflichen

n—1
Yi +Yji+1
Tof i= ) F—= 41— %),y = flx),
j=0

einen Naherungswert flir das bestimmte Integral
b
/ f(x)dx = Tof + Ruf
a

mit 2
R.f| < — " b—a).
IRaf| < 35 max F'(](5 ~ 2)
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Trapezregel. |l

v

t s

=X T 73 T3 $4=b
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Trapezregel. Il

Mit equidistanten Stiitzstellen nimmt diese Trapezregel die Form

T.f=h

an.

2
Beispiel: Wir berechnen einen Naherungswert Ty fiir fx2dx mit Hilfe der

1
Trapezregel fiir 4 Teilintervalle. Wir erhaten

h:(2—1)/4:1/4, xo = 1, X1:1—|—1/4,X2:1—{—2/4, X3:1—|—3/4,
X4 = 2 und

1/1 52 32 72 1 75
T,=- (=124 = — — 222) == =234...
44<2 +4+2+4+2> 3= 23
Zum Vergleich:
2 3 _ 13
/x2dx:21:7:2.33...
. 3 3
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Newtonsche Inerpolationspolynom

Wir wahlen die Indizierung der Stiitzstellen wie folgt: x; = xo + jh,
0 <j < n mit der festen Srittweite h. Das Inerpolationspolynom nach dem
Ansatz von mit Newton nimmt die Gestalt

A A"
p(x):f(xo)+%(x—xo)+-~+ -

(x = x0) ... (x — Xxp—1)
an, wobei

Aoyj =Y

ATy; = A"y — ATy (M2 1)
Beispiel: Fir die Stiitzstellen (—1,0), (0,2), (1,0) erhélt man

2
p(x) = yo+ %(X —Xo) + %(X —x0)(x — x1)
= ot P o) + BB 0)(x— )
= 0+ 2200 )+ BB - 0)
= 2-2xX%
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Die Simpsonsche Regel. |

Ene Naherung hoheren Grades konnte man dadurch erreichen, dass der

Integrand f iiber dem Doppelintevall [xak, Xok+2] durch ein quadratisches
Polynom interpoliert wird (unter Annahme n ist gerade). Dann gilt

Ayoy

p(x) = yak + h

A2
(x — xo) + 2;7/22[( (x — x2k) (X — x2K41)

fir x € [xok, Xok+2] und daher

X2 k+2 . h
/ p(x)dx = g()@k + 4yok+1 + Yok+2)-
X

2k
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Die Simpsonsche Regel. Il

Damit erhalten wir eine Naherung fiir das bestimmte Integral

Xok
/ f(X)dX = Soif + Roxf

X0

mit Simpsonsche Regel

h
Saf = g()/o +4y1+2y2 +4y3 + 2y4 -+ Ayor-1 + yok)

und Fehlerabschatzung

h4
Rokf| < — F4) —a).
|Roif| < 180 X?[ifé]‘ (x)I(b—a)
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Die Simpsonsche Regel. Il
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Die Simpsonsche Regel. IV

Beispiel: Wir berechnen eine Naherung fiir flz x?dx mit der Simpsonregel
Qpf fir 4 Teilintervale. Wir erhalten

h:(2—1)/4:1/4, X0 = 1, X1:1+1/4, X2:1-|—2/4, X3:1+3/4,
x4 = 2 und

>

Sa = —(Yo+2y1+4y:+2y3+ya)

w

1 (., 5)° 6)° 7\> .\ 448 7
- () (0 e () ) -t

Zum Vergleich:

2 23 _ 13 7

2

dx = == =233...
/1X ) 3 3
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Keplersche Fassregel

Auf die Idee, sich mit der Berechnung von Flacheninhalten unter einer Fasskurve
und dem entsprechenden Fassvolumen zu befassen, kam Johannes Kepler, als er
einige Fasser Wein, die er fiir seine zweite Hochzeit brauchte, bezahlen musste.
Er erkannte dabei, dass der Preis, welcher sich nach dem Volumen des Fasses
richtete, auf Grund von Ungenauigkeiten beim Errechnen des Volumens des
gefiillten Fasses nicht exakt war. (Quelle: http://www kepler-gesellschaft.de)
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