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Treppenfunktion

Fir a,b € R mit a < b heiBt ¢ : [a, b] — R Treppenfunktion, falls es eine
Unterteilung
a:x0<x1<---<x,,:b

des Intervalls [a, b] gibt, so dass auf jedem offenen Teilintervall (xj_1, x;)
die Funktion ¢ konstant ist. Mit T[a, b] bezeichnen wir die Menge aller
Treppenfunktionen ¢ : [a, b] — R.
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Integral fir die Treppenfunktion. |

Fiir eine Treppenfunktion ¢ € T[a, b] mit zugehdriger Unterteilung
a=x9 <x1<--<xp=bgelte p(x) = ¢ fiir x € (xj_1, ;) mit
1 <j < n. Dann ist das Integral fiir die Treppenfunktion ¢ erklart

durch
b n
/ p(x)dx =Y 0 —xj-1)-

a j=1
Geometrisch |aBt sich fiir nicht-negative Treppenfunktionen ¢ das
zugehorige Integral als Flacheninhalt zwischen dem Graphen von ¢ und
der x-Achse eingeschrankt auf das Integrationsintervall [a, b] deuten.
Allgemein kann man fiir Treppenfunktionen mit negativen Werten die
Flache unterhalb der x-Achse negativ zahlen.

Das Integral einer Treppenfunktion ¢ ist unabhangig von der zugrunde
liegenden Unterteilung ist (da ¢ stiickweise konstant ist).
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Integral fir die Treppenfunktion. Il

Das Integral von Treppenfunktion ist linear: fiir p,1 € T[a, b] und A € R
gilt

/ab(SO + M) (x)dx = /ab o(x)dx + )\/ab b(x)dx.

Ist p(x) < 9(x) fiir alle x € [a, b], so schreiben wir kurz ¢ < 1) und es gilt

dann , ,
/a p(x)dx < / Y(x)dx;

diese Eigenschaft heiBt die Monotonie des Integrals.
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Riemann-integrierbare Funktion

Fiir eine beliebige beschrankte Funktion f : [a, b] — R definieren wir das
Oberintegral durch

ab* f(x)dx = inf {/ab o(x)dx @ ¢ € Tla,b] mit f < <p}

und das Unterintegral durch

/aff(x)dX—SUp {/ab@(x)dx L g€ Tla,b] mit p < f}.

Eine beschrankte Funktion f : [a, b] — R heiBt Riemann-integrierbar,

o [ = [ g

in diesem Falle ist das Integral von f definiert durch

/f Yax = ab*f(x dx( /fx)dx)
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EinschlieBung zwischen Treppenfunktionen

Satz 8.1

Eine Funktion f : [a, b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn zu
Jjedem € > 0 Treppenfunktionen ¢, 1) € Tl[a, b] mit ¢ < f < 1) existieren,
so dass
b
a

/ab P(x)dx — / o(x)dx < e.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition von inf und sup. Ferner gilt

Satz 8.2
o Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist Riemann-integrierbar.

e Jede monotone Funktion f : [a, b] — R ist Riemann-integrierbar.
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Linearitat und Monotonie des Integrals

Satz 8.3

Seien f, g : [a, b] — R Riemann-integrierbar und A\ € R. Dann ist auch
f + A\g Riemann-integrierbar und es gilt:

/ab(f—i—)\g)dx:/ab f(x)dx—i—)\/abg(x)dx.

Gilt ferner f < g, so ist auch

/a ’ f(x)dx < / i g(x)dx.

Beweis folgt sofort aus denselben Eigenschaften fiir Integrale tiber
Treppenfunktionen.
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Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 8.4

Seien f, ¢ : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ > 0. Dann existiert ein
€ € [a, b, so dass

/ " Fx)p(x)d = £(6) / " el

Im Spezialfall p konstant 1 folgt

b
| fxde = e —2)

fiir ein & € [a, b].
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Riemannsche Summe. |

Wir unterteilen das Intervall [a, b] gemaB der Zerlegung
Zia=x<x1<---<xp=0b

in n disjunkte Teilintervalle (x;_1, x;). Die Feinheit dieser Zerlegung ist
definiert durch

n=n(Z) :=max(x; —xj—1), 1<j<n.
Dann heiBt

S(Z,f.€) = fo, — Xj-1)

die Riemannsche Summe zu f bezugllch Z und den Stiitzstellen
& € [xi-1, %]
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Riemannsche Summe. |l

Hierzu definieren wir eine Treppenfunktion F = F(f,Z,&) € TJa, b] durch
F(x) = (&) fiir x € Dg-1,%):
Dann gilt
b
/ F(x)dx = S(Z,f,§).

Mit zunehmender Feinheit (d.h. 77 — 0) konvergiert die Riemannsche
Summe gegen das Integral von f.
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Wie berechnet man Integrale?

Um das Integral foc xdx, ¢ > 0 zu berechnen, wahlen wir eine aquidistante
ZerIegungZ:0:X0<X1<---<X,,:cmitxj~:j;c,fijr0§j§nund
den Stiitzstellen §; = x;. Dann berechnet sich die zugehorige Riemannsche
Summe wie folgt:

S(Z.F,8) = Y FEGG—x1) = ZJ;C (J; G- 1)c>
j=t =

n

n . n 2
_ f£.£:<£)2 -:<£)2M:g 14t
jz;n n n jz;] n 2 2 +n '

¢ c? 1 c?
dx = lim —[1+ =) =—
fpoo=im 5 (1) =%

was die Flache eines Dreiecks mit Grundlinie ¢ und Hohe ¢ darstellt.

Also folgt

R. Steuding (HS-RM) NumAna Wintersemester 2011/12 13 /20



Integration vs. Differentiation: |

Wir definieren noch

/: f(x)dx =0 und /ab f(x)dx = _/ba f(x)dx.

Wir konnen Integrale als Funktionen der Intervallobergrenze auffassen.

Diesen 'neuen’ Funktionen

x»—»/: f(t)dt

heiBen unbestimmte Integrale.

R. Steuding (HS-RM) NumAna Wintersemester 2011/12

14 / 20



Integration vs. Differentiation. Il

Im Folgenden bezeichnet / stets ein offenes oder abgeschlossenes oder
halboffenes Intervall, dass mehr als einen Punkt enthilt (endlich oder auch
unendlich).

Eine differenzierbare Funktion F : /| — R heiBt Stammfunktion von
f:l — R, wenn F/ = f. Man kann zeigen, dass das unbestimmte Integral
eine Stammfunktion des Integranden ist.

Vorsicht! Eine Stammfunktion ist nicht eindeutig bestimmt: Ist ¢ eine
Konstante, so ist mit F auch F + c eine Stammfunktion (denn

F' = (F + ¢)’). Andererseits gilt fiir zwei Stammfunktionen F; und F; von
f, dass diese sich nur um eine Konstante unterscheiden:

(Fo—FR)Y =Fy—F =f—f=0.

Also muss (F, — F1)’ konstant sein.

R. Steuding (HS-RM) NumAna Wintersemester 2011/12 15 /20



Integration vs. Differentiation. Il

Satz 8.5

Sei f : | — R eine stetige Funktion und a € I. Fiir x € | sei

F(x) := [ f(t)dt. Dann ist die Funktion F : | — R differenzierbar und es
a

gilt F' = f.

Beweis: Fiir h # 0 ist

w - % (/:H f(t)dt — /ax f(t)dt> = 2/:+h f(t)dt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein &, € [x, x + h] (bzw.
x+h
&n € [x+ h,x], falls h < 0) mit [ f(t)dt = hf(&,). Da i|1im0§;, = x und f stetig

ist, folgt
1 x+h 1
Pl = fim 5 [ f(e)de = Jim L(AF(E) = F(x).
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 8.6

Sei f : | — R stetig und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt fiir allr
a,bel:

/bf(t)dt — F(b) — F(a).

Integration ist also die zur Differentiation inverse Operation!

Beweis: Da f stetig, ist f auch Riemann-integrierbar. Fiir x € [ sei
Fi(x) := [ f(t)dt. Nach Satz 8.5 ist F; eine Stammfunktion von f. Ist
nun F, eine beliebige Stammfunktion von f, so gibt es nach obige
Bemerkung eine Konstante c € R mit F; — Fp = ¢. Also folgt:

Fg(b) — Fz(a) = Fl(b) —C— Fl(a) +c= Fl(b) — Fl(a)

= /abf(t)dt—/:f(t)dt:/abf(t)dt.

R. Steuding (HS-RM) NumAna Wintersemester 2011/12 17 /20



Integrale elementarer Funktionen

Wir schreiben auch

b
/ f(t)dt = F(x)|fZ:a bzw. /f(x)dx = F(x).

Mit unseren Kenntnissen der Differentialrechnung ergibt sich nun
beispielsweise
Xa+1

o [x%dx =% firacR, a# -1

o [ Ldx =log|x| fiir x >0

o [ cos(x)dx = sin(x) und [ sin(x)dx = — cos(x)
o [exp(x)dx = exp(x)
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Partielle Integration

Satz 8.7
Es seien f, g : [a, b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
/a F(x) - &/(x) = F(x)2(x)|C - / F(x)g(x)dx.

Beweis: Fir F = f - g liefert die Produktregel
F'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x). Mit dem Satz 8.6 folgt also

b b
/ F(x)g (x)dx + / F(x)g (x)dx = F()g(x)|Pey = F(x)|2s

a a

Als Beispiel berechnen wir fiir a, b > 0 das Integral von f(x) = log(x)
mittels g(x) = x wie folgt:

b b
/ log(x)dx = x log(x)|5 — / x(log(x)) dx = x(log(x) — 1)|5.

R. Steuding (HS-RM) NumAna Wintersemester 2011/12 19 /20



Substitutionsregel

Satz 8.8

Sei f : | — R stetig und ¢ : [a, b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion mit ([a, b]) C I. Dann gilt

b @(b)
/f(so(t))-cp’(t)dtz/ f(x)dx.

w(a)

Beweis: Sei F : | — R eine Stammfunktion von f. Fiir Foy: [a,b] = R
liefert die Kettenregel (F o ¢)'(t) = F'(o(t))¢'(t) = f(¢(t))¢'(t). Mit
Satz 8.6 folgt daraus

b ©(b)
|| Feeng O = (Fop)olie, = Floo) ~Flotan = [ (e
Beispiel:

o Fiir c # 0 gilt ff(ct)df =3 Tf(x)dX’ (x = o(t) = ct).

ac
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