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5. Differentialrechnung
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Differenzierbarkeit

Sei D C R und f : D — R eine Funktion. f heiBt in einem Punkt x € D
differenzierbar, falls der Grenzwert

F(x) = ,liL“O f(x+ h,)1— f(x)

existiert. Der Grenzwert f’(x) heiBt Ableitung von f im Punkt x. Bei der
Limesbildung sind nur Folgen (h,), mit

lim h, =0, h,#0und x+ h, €D

n—oo

fur alle n € N erlaubt. Die Funktion f heiBt differenzierbar in D, falls
in jedem x € D differenzierbar ist.

Wenn wir fiir x € D den Dfferenzenquotienten mit x = xg + h schreiben,

erhalten wir . .
F(x0) = lim 1) =F00)
x—x0 X — Xp

R. Steuding (HS-RM) NumAna Wintersemester 2011/12 3/18



@ konstante Funktionen sind differenzierbar mit Ableitung 0.
o f:R— R, x— ax+ b mit a, b € R ist differenzierbar mit Ableitung

f h) —f h —
00 = pim TOER = F0) | alc+ h) + b (ax+b)
h—0 h h—0 h
= lim an = a.
h—0

o exp : R — R ist differenzierbar mit

exp(x + h) — exp(x)

ow() = fm,
. exp(h) —1
= );TO exp(x) — = exp(x).

e Die Funktion abs : R — R, x — |x| ist in x = 0 nicht differenzierbar:

o Jo4+h—J0| —h _jo+h—0] h
L T
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Ableitung elementarer Funktionen

Funktion f(x) | Ableitung f'(x)
¢ (Konstante) 0
x" nx"1 neZz
x? ax? 1 x>0,aeR
log,,(x) #g(a) a#1l,a>0
log(x) X
ax a* log(a) a>0
exp(x) exp(x)
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
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Lieneare Approximierbarkeit

Satz 5.1

Sei D C R und a € D ein Punkt, fiir den eine Folge (xn)n in D\ {a} mit
lim x, = a existiert. Eine Funktion f : D — R ist genau dann in a

n—oo

differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt, so dass fiir x € D

f(x) = f(a) + c(x — a) + o(|x — al)

bei x — a. In diesem Fall ist ¢ = f'(a).

Dann gilt also

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + kleiner Fehler
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Beweis (notwendige Bedingung)

Sei zunichst f differenzierbar in a mit ¢ = f’(a). Wir definieren die
Funktion ¢ durch

f(x) = f(a) + c(x — a) + p(x).

Dann ist
e(x) _ f(x) —f(a)

X —a X —a

—C

und also
im PO _ oy F) = @) f'(a) = 0

x—a X —a X—a X —a

bzw. ¢(x) = o(|x — a|), was zu zeigen war.
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Beweis (hinreichende Bedingung)

Gilt nun umgekehrt
f(x) = f(a) + c(x — a) + ¢(x)

mit ¢(x) = o(|x — a|) bzw. )I(ina f(fxg =0, so ist

im <f(x)‘f(a)_c>:umw(x):o,

X—a X —a X—a X —a

woraus folgt

L

Also ist f differenzierbar in a mit f'(a) = c.
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Nach Satz 5.1 gilt fiir eine in a differenzierbare Funktion f
lim f(x) = lim(f(a) + f'(a)(x — a) + o(|x — a|)) = f(a).
X—a X—a

Damit gilt also

Korollar 5.1

Ist die Funktion f : D — R differenzierbar in a € D,
so ist f auch stetig in a.
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Rechenregeln.|

Satz 5.2

Seien f,g : D — R in x € D differenzierbar und \ € R beliebig. Dann
gelten:

o f+g:D — R istinx € D differenzierbar und
(f +8)'(x) = '(x) + &'(x).
@ A : D — R ist in x € D differenzierbar und (\f)'(x) = Af'(x).
o (Produktregel) fg : D — R ist in x € D differenzierbar und
(fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

o (Quotientenregel) Wenn g(&) # 0 fiir alle £ € D ist, so ist é :D—R
in x € D differenzierbar und

( f >' _ '(x)e(x) — f(x)g'(x)
g (g(x))? '
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@ FirneNgsei f, : R — R, x+— x". Dann gilt f, ist differenzierbar
mit f1(x) = nx"~1. Die Fille n = 0,1 wurden bereits in Beispielen
oben abgehadelt. Der allgemeine Fall folgt per Induktion:
n+— n+1: Wegen f,,1 = fif, gilt nach der Produktregel

frr1(x) = A fa(x) + AO)F(x) = X"+ nx" = (n + 1)x"

@ Zusammen mit der Quotientenregel liefert das letzte Beispiel fiir x # 0

(Y erm - o

Es gilt also fur beliebiges n € Z

(Xn)/ — an—l

(mit x # 0 sofern n < 0).
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Rechenregeln. Il

Satz 5.3 (Kettenregel)

Seien f : D — R und g : E — R Funktionen mit f(D) C E. f sei in

x € D und g iny = f(x) € E differenzierbar. Dann ist g(f): D — R im
Punkt x differenzierbar mit

(g(F))'(x) = f'(x)g’(f(x))-

Beispiel: (exp(42x)) = exp(42x) - (42x)" = 42 exp(42x).
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k-te Ableitung

Ist die Funktion f : D — R differenzierbar und die Ableitung f’
differenzierbar in x € D, so heiBt

(x) 1= () (x)

die zweite Ableitung von f im Punkte x. Allgemeiner definiert man die
k-te Ableitung f(¥) im Punkte x € D, falls f (k — 1)-mal differenzierbar
in einer Umgebung von x ist, und die (k — 1)-te Ableitung in x
differenzierbar ist. Die 0-te Ableitung von f ist die Funktion f selbst.

Beispiel: Es gilt
sin(®) = sin, sin(®) = cos, sin(® = —sin, sin(® = — cos

sowie
sin®" = (—1)"sin, cos®") = (—1)" cos .
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Sei f : (a,b) — R eine Funktion. f besitzt in x € (a, b) ein lokales
Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn es ein € > 0 gibt, so dass fiir
alle y mit [x —y| <e

F(x) = fly)  (baw. f(x) < £(y)).

Extremum ist der Oberbegriff von Maximum und Minimum; ihre
Bestimmung ist von groBer praktischer Bedeutung.
Satz 5.4
Sei f : (a, b) — R eine dfferenzierbare Funktion.
@ Wenn f in x € (a, b) ein lokales Extremum besitzt, dann ist f'(x) = 0.

@ Wenn f'(x) =0 fiir ein x € (a, b), in dem auch f" existiert und
f"(x) < 0 ist, dann ist x ein lokales Maximum von f. Wenn
f'(x) =0, f"(x) > 0, dann liegt ein lokales Minimum vor.
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Man spricht liber (globales) Maximum (bzw. Minimum) von f : D — R
im Punkte xp € D, falls die Ungleichung f(x) < f(xg) (bzw.f(x) > f(x0))
fur alle x € D gilt, nicht nur fiir x in einer kleinen Umgebung von xp.

Satz 5.5

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist beschrankt und nimmt ihr
Maximum und Minimum an.

Beispiel: Die Funktion f(x) = (x — 1)? + 1 im Intervall [0, 5] besitzt ein
lokales Minimum im Punkte xpi, = 1 mit (1) = 1, an dieser Stelle nimmt
f auch ein (globales) Minimum an; ihr (globales) Maximum ist an der
Stelle Xmax = 5 mit £(5) = 17.
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Regel von L'Hospital

Satz 5.6

Es seien f,g : (a,b) — R zwei differenzierbare Funktionen mit g'(x) # O fiir alle
€ (a, b). Ferner gelte entweder

lim f(x)= lim g(x)=0

xX—a+ x—a+
oder
lim g(x) =400 oder = —cc.
x—a+
Dann ist p
lim (— lim (x)

X—a+ g( ) xX—a+ g/(X),
e

falls der Limes auf der rechten Seite existiert (+o0o oder —oo sind auch erlaubt).

v

Eine analoge Regel gilt fir Iﬂlngi 209

2 sin

.. . 1— cos( )
Beispiel: lim = lim :
P x—( l—cos(x) — g sin(x) x—0 c0s(x)
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Das Newtonsche Naherungsverfahren. |

Sei f : D — R stetig differenzierbar, d.h. f ist auf D differenzierbar mit
stetiger Ableitung. Gilt dann f’(x) # 0 fiir alle x € D, so betrachte man
die zum Startwert xg € D rekursiv definierte Folge

f(xn)
f'(xn)

Im Falle der Konvergenz der Folge (x,)n, gegen ein n € D folgt auf Grund
der Stetigkeit von f

fur n € N.

Xp41 = Xp —

f(n)
f'(n)

bzw. f(n) = 0.

In allgemeinem braucht dieses Verfahren jedoch nicht zu konvergieren. In
Spezialfallen hingegen hat man
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Das Newtonsche Naherungsverfahren. Il

Satz 5.7

Es sei f : [a, b] — R eine zweimal differenzierbare Funktion mit
f(a) <0 < f(b) und f"(x) > 0 fiir alle x € [a, b].

Dann gibt es genau ein ¢ € (a, b) mit f({) = 0 und die Folge (x,)n, rekursiv
definiert durch
f(xn)

Xl =2 T )
n

mit einem beliebigem Startwert x € [a, b] mit f(xp) > 0, (ist wohldefiniert und)
konvergiert monoton fallend gegen die Nullstelle .

Beispiel: Sei f : [0,2] — R die durch f(x) = x> — 2 denierte Funktion. Wir
setzen xp = 1 und erhalten mit

x2,-2 1 n 2
Xp=Xp—l] — —o——— = = | Xp—
! 2X,,,1 2 ! Xn—1

die Werte x; = 1.5, x, = 1.4167 ..., x3 = 1.4142 ... als Naherung fir V2.
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