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Hinweis

Die in diesem Skript durch den Autor versffentlichten Inhalte unterliegen dem
deutschen Urheberrecht und Leistungsschutzrecht. Jegliche vom deutschen
Urheber- und Leistungsschutzrecht nicht zugelassene Verwertung bedarf der
vorherigen schriftlichen Zustimmung des Autors. Inhalte und Rechte Dritter
sind nach bestem Wissen des Autors als solche gekennzeichnet.

Es ist nicht erlaubt, das Skript oder Teile daraus zu bearbeiten, zu iiber-
setzen, zu kopieren oder in elektronischer Form zu speichern und an ande-
re Personen weiterzugeben, weder in Kopie, noch auf elektronischem Wege
per Email, auf Speichermedien, iiber Datenbanken oder iiber andere Medien
und Systeme. Lediglich die Herstellung von Kopien und Downloads fiir den
personlichen, privaten und nicht kommerziellen Gebrauch ist erlaubt.



Vorwort

Die Vorlesung >Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Sys-
teme< orientiert sich an den beiden Biichern [Heu] und [Wal|, wobei das
ausfiihrliche und ausgesprochen abwechslungsreich geschriebene Buch von
Harro Heuser besonders zu empfehlen ist. Selbstversténdlich kann in der zur
Verfiigung stehenden Zeit keines der beiden Biicher inhaltlich vollsténdig dar-
gestellt werden. Das vorliegende Skript ist eine Art die Vorlesung begleitende
Erzédhlung, die das Nachbereiten des behandelten Stoffs unterstiitzen soll.

Das Skript entspricht nicht genau der Vorlesung: In letzterer gibt es unge-
plante Exkurse und Beispiele, die sich zum Teil aufgrund von Fragen ergeben,
sowie spontane Einfélle des Dozenten, die sich alle nicht im Skript wiederfin-
den.

Dieses Skript ist kein Ersatz fir ein Lehrbuch wie zum Beispiel die beiden
oben genannten. Das Arbeiten mit Fachliteratur ist eine in jedem Studium
zu erlernende Kompetenz und wird daher auch in dieser Vorlesung von den
Studierenden erwartet.

Dieses Skript ist keine Auflistung des Priifungsstoffs: Ziel der Vorlesung ist
unter anderem Féhigkeiten wie das Modellieren mit Differentialgleichungen
oder die Analyse einer Differentialgleichung zu entwickeln. Dies umfasst die
Anwendung dieser Fahigkeiten auf in der Vorlesung nicht behandelte Situa-
tionen und Beispiele. Auch deshalb ist das Arbeiten mit Fachliteratur wichtig.

GRAFIKEN: Die im Skript vorhandenen Grafiken wurden mit zwei Werkzeu-
gen erstellt:

e dem online unter https://www.desmos.com/ verfiigharen
Desmos Grafikrechner,

o der Software Matlab des Unternehmens MathWorks Inc..
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1 Motivation und Grundbegriffe

1.1 Einfiihrende Beispiele

DIE SCHLEPPKURVE (TRAKTRIX)

Auf einem See mit vollig ruhigem Wasserspiegel schwimme ein Boot, das
iiber eine gespannte Leine der Lange ¢ > 0 mit einem Fuflgéinger am Ufer
verbunden ist. Das Boot befinde sich zunéchst in Ruhe. Der Fussgénger lauft
nun in eine bestimmte Richtung los, wobei die Leine stindig gespannt bleibt.
Wie bewegt sich das Boot?

Abbildung 1: Schleppkurvenproblem

Falls der Fufiginger sich in Richtung der Leine vom Boot wegbewegt,
bewegt sich dieses auf einer Geraden hinter dem Fufigénger her, bis es auf
das Ufer trifft. Diesen langweiligen Fall schlieen wir im Weiteren aus.

Um das Problem mathematisch zu beschreiben, kann man die euklidische
Ebene R? benutzen, da die Seeoberfliche eben ist und der Fufiginger im
Wesentlichen parallel zur Seeoberfliche zieht. Die Positionen von Boot und
Fufiginger sind dann Punkte im R2.

Um die Anderungen der Bootsposition zu beschreiben, muss man ein
Koordinatensystem einfiihren. Die Koordinaten seien mit  und y bezeichnet.
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Es ist praktisch dies in folgender Weise zu tun: Die Hochachse (Ordinate, y-
Achse) sei die Gerade, auf der sich der FuBginger bewegt. Die Rechtsachse
(Abszisse, x-Achse) stehe senkrecht auf der Hochachse und sei so festgelegt,
dass die Anfangsposition des Bootes ein Punkt (x,0) mit 21 > 0 ist. Ebenso
sei die Anfangsposition des FuBgingers ein Punkt der Form (0, ), yo > 0
und dieser bewege sich in positiver Ordinatenrichtung.

Wir nehmen nun an, dass es eine Funktion

p:lxe,z1] = R
gibt, die die Figenschaft besitzt, dass ihr Graph

Graph (p) = {(z,p(x)) : & € [0, 2]}

gerade die Bahnkurve des Bootes beschreibt, wenn sich der Fufigdnger von
Yo nach y; bewegt.

Die Gerade durch die FuBgingerposition (0,y) und die Bootsposition
(x,p(x)) ist stets eine Tangente an die Bahnkurve. Diese Tangente besitzt
die Steigung

72 _ 32
m(z) = —
Nimmt man nun zusétzlich an (eine vertretbare Annahme!), dass die Funk-
tion p differenzierbar ist, so muss also gelten:

Vo € [zo, 1] pl(z) = —#. (1)

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und die Startbedingung
p(z1) = 0 ergeben

p(x) = | ——dr.
T

Ein Blick in eine Integraltabelle liefert schlieflich die Losung
7 _ .2 JIZ 2
p(x):1/52_x%_g1n<M)+gln(w)_,/gQ_xQ_ (2>
I T

Die Abbildung 2 zeigt den Graphen von p im Fall / =1, yy = 0 und x; = 1.



Abbildung 2: Schleppkurve mit £ =1, 1 =1, yg =0

FREIER FALL OHNE LUFTREIBUNG

Ein Kérper der Masse m > 0 wird von einem Turm der Hohe hy > 0 fallen
gelassen. Der Fall des Korpers bis zu seinem Aufschlag soll mathematisch
beschrieben werden. Dazu geht man wie folgt vor:

e Der zu beschreibende Vorgang ist zeitabhingig. Zum Zeitpunkt ¢, € R
wird der Korper fallen gelassen, zum Zeitpunkt ¢; > ty erfolgt der
Aufschlag.

e Die Hohe des Korpers iiber dem Erdboden ist eine Funktion der Zeit:

h: [to,tl] — R,t — h(t)

e Man macht die Annahme, dass die Funktion A differenzierbar ist. Fiir
ihre Ableitung an einer Stelle ¢ € [tg, ;] gilt nach Definition

WD) = i h(t+AA)—h(t)7




die Ableitung h'(¢) kann also als Geschwindigkeit des Korpers zum
Zeitpunkt ¢t gedeutet werden. Da die Hohe mit der Zeit abnimmt, gilt
genauer —h'(t) = v(t), wobei v : [tg, t;] — R die Funktion ist, die jedem
Zeitpunkt t die Geschwindigkeit des Korpers zuordnet. Hierbei wird die
Geschwindigkeit als nicht negative Grofle angesehen.

e Aus der Physik ist bekannt, dass v(t) = g(t — o) gilt, wobei g ~ 9.81%
die sogenannte Erdbeschleunigung ist; sie ist eine Naturkonstante, die
sich experimentell bestimmen l&sst. Man setzt nun also voraus, dass die
Zeit t in der vorliegenden Beschreibung in Sekunden (s) und die Hoéhe
iiber dem Erdboden in Metern (m) gemessen wird.

e Zusammenfassend gilt fiir die gesuchte Funktion h die Gleichung
W (t) = —g(t — to), (3)

sowie die Bedingung h(tg) = hy, sie ist also eine Stammfunktion der
Funktion —g(t — to).

e Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

t

h(t) = /—g(s —tp)ds = —%g(t — o) +c.

to

Aus der Bedingung h(ty) = hg ergibt sich unmittelbar ¢ = hy.

e Fiir den Aufschlagszeitpunkt gilt h(ty) = 0, woraus sich

2hg
t= 4] =2+t
g

FREIER FALL MIT LUFTREIBUNG

ergibt.

Man betrachtet die gleiche Situation wie oben, es soll aber nun die Reibung
der Luft am fallenden Korper beriicksichtigt werden.

e Aus der Physik ist bekannt, dass der Luftwiderstand eines bewegten
Korpers — eine Kraft — bei niedrigen bis moderaten Geschwindigkeiten
proportional zur Geschwindigkeit der Bewegung ist:

Fi(t) = p(t),
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wobei p > 0 eine von der Form des Korpers und der Luftdichte abhéngi-
ge Konstante ist, die man experimentell ermitteln kann.

Der Luftwiderstand ist der Gravitationskraft, die der Korper erfahrt,
entgegen gerichtet. Letztere ist

Fo=gm
also eine Konstante.
Insgesamt wirkt auf den Korper zum Zeitpunkt ¢ € [tg, ;] die Kraft
EF(t) = mg — FL(t) = mg — pv(?).
Nach dem zweiten Newton’schen Gesetz gilt
P(t) = muf(8),

wenn man voraussetzt, dass die Geschwindigkeit eine differenzierbare
Funktion der Zeit ist.

Insgesamt ergibt sich also die Gleichung

mo/(£) = mg — pu(t) (4)
fiir die Geschwindigkeitsfunktion v und damit

mh'(t) = mg — ph'(t) ()

fiir die Hohenfunktion.

Es gelten die Bedingungen h(ty) = ho und v(ty) = h'(to) = 0, falls man
annimmt, dass der Kérper nicht nach unten geworfen wird.

Um zu einer Losung der Gleichung (4) zu kommen, muss man in-
telligent raten: Aufgrund der Tatsache, dass die Exponentialfunktion
die Eigenschaft (')’ = €' besitzt, liegt es nahe Funktionen der Form
v(t) = ae’ + ¢ mit Konstanten a, b, ¢ € R zu betrachten. Fiir diese gilt:

V' (t) = abe™ = blae” + ¢) — be = bu(t) — be.
Vergleicht man mit Gleichung (4), so sieht man:

o P LM
=——,Cc=—.
m p



Dies liefert

_ﬁt mg
v(t) =ae”m" + p
Aus der Nebenbedingung v(ty) = 0 erhélt man
a= —@e m to,
p
also mg ,
o(t) = —=(1 - em®o7t). (6)

Interessant ist, dass die Funktion v nach oben durch ™ beschrinkt
ist: Wie hoch der Turm auch immer ist, der fallende Korper wird diese
Geschwindigkeit nicht iiberschreiten.

Ein mit ausgebreiteten Armen in Bauchlage fallender Mensch erreicht
im unteren, dichten Teil der Erdatmosphére eine Maximalgeschwindig-
keit von etwa 200 km/h. Der Geschwindigkeitsweltrekord beim freien
Fall von Menschen wird von dem Extremsportler Felix Baumgartner
gehalten: Er erreichte im Oktober 2012 nach dem Absprung aus einem
Heliumballon in 39 km Hohe eine Geschwindigkeit von 1341,9 km /h.

e Da h eine Stammfunktion von v ist, ergibt sich

t
ht) = [ p(l—emt0 ) ds
to

= ZE((t o) — (~ el 4 MRl
2
= Tt —to) + " (em) —1) .

Wegen der Nebenbedingung h(ty) = hg ist ¢ = hy.

Vergleicht man die letzten beiden Beispiele, so fallen folgende Tatsachen auf:
Im ersten Beispiel kann man die gesuchte Funktion h systematisch bestim-
men und muss nicht wie im zweiten Beispiel raten. Dieses Raten hat im
zweiten Beispiel auch die Konsequenz, dass man nicht sicher ist, ob man alle
moglichen Funktionen h bestimmt hat. Da die Funktionen v und A einen Na-
turvorgang beschreiben, liegt es nahe zu glauben, dass sie eindeutig bestimmt
sind, mathematisch bewiesen wurde das hier aber nicht.

Im Hinblick auf die Vorlesung zeigen die drei Beispiele: In der angewand-
ten Mathematik kommen Situationen vor, in denen eine (mehrfach) differen-
zierbare Funktion gesucht ist, die zusammen mit ihren Ableitungen als Funk-
tionen eine bestimmte Gleichung erfiillen. Zusétzlich kénnen an die Funktion
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und ihre Ableitungen noch Anforderungen an die Funktionswerte an einem
bestimmten Punkt ihres Definitionsbereichs gestellt sein.

1.2 Der Begriff >Differentialgleichung<

KONVENTION FUR DIE SCHREIBWEISE VON FUNKTIONEN

Das Losen von Differentialgleichungen erfordert es mit Funktionen zu rech-
nen. Dabei wird eine Funktion als ein mathematisches Objekt angesehen,
im Gegensatz zu der Sichtweise einer Funktion als eine Art s»unendlicher
Wertetabelle<. Um diese Betrachtungsweise deutlich zu machen, wird bei
den Symbolen fiir Funktionen die explizite Nennung der Variablen (auch
als Argument bezeichnet) unterdriickt, falls dies ohne Missverstdndnisse und
Mehrdeutigkeiten zu erzeugen moglich ist. Dies entspricht auch der Tatsache,
dass die Bezeichnung der Variablen einer Funktion beliebig wéhlbar ist, die
Funktion selbst &ndert sich dadurch nicht.

Konkret wird fiir eine Funktion I — R™, ¢ +— x(t) also das Symbol =
und nicht z(¢) verwendet. Bei Funktionen fiir die Standardsymbole existieren,
wie der Exponentialfunktion oder der Sinusfunktion, ldsst sich allerdings die
Nennung der Variablen nicht vermeiden.

KONVENTION ZUR SCHREIBWEISE VON ABLEITUNGEN
Ist
x: 1 —R" t— x(t),
I C R, eine k£ mal differenzierbare Funktion, so werden ihre Ableitungen mit

o, 2", @ . %) bezeichnet; es ist also

g gy d
dt’ dt?”’ dt*
DEFINITION 1.1: FEine gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung
n € N ist eine Gleichung der Form
F(t,z, o' 2", ... ™) =0, (7)
wobei
F:D =R, (ta,...,¢0p1) = Ft,o1,..., 2041),

eine reellwertige Funktion in n + 2 Variablen mit einem Definitionsbereich
D C R**2 jst.

FEine Losung dieser Differentialgleichung ist eine n-mal differenzierbare
Funktion x : I — R, I CR ein Intervall, mit den Eigenschaften:
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o fiir alle t € I ist (t,(t),2'(t),..., 2" () € D,
o firallet € I gilt F(t,x(t),2'(t), 2" (1),..., 2" (1)) = 0.
BEISPIELE:

1. Die Gleichung (1) aus Abschnitt 1.1 ldsst sich in der Form

‘/62—t2
Pt+—F—=0

schreiben, ist also eine gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung
1. Die Variable x wurde dabei in ¢ umbenannt. Es ist

02— 2
F:[-00\N{0} xRxR =R, (t,x1,22) — a2 + —
2. Die Gleichung (3) aus Abschnitt 1.1 lésst sich in der Form

' +g(t—ty) =0

schreiben; es handelt sich also um eine gewohnliche Differentialglei-
chung der Ordnung 1 mit

F R = (t,x1,25) — g(t —to) + z2.

3. Die Gleichung (5) aus Abschnitt 1.1 dagegen fiihrt zu einer gew6hnliche
Differentialgleichung der Ordnung 2:

ma" + px’ —mg = 0.

Hier ist
F:R* = (t,m1, 19, 13) = maxs + pry — Mmg.

4. Die Differentialgleichung

¥ =2y =0

besitzt die Ordnung 1 und die zugehorige Funktion F' ist
F(t, Ty, .CIZ'Q) = T2 — 2\/%1
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mit dem Definitionsbereich D = R x R2? x R.

Man errét leicht eine Losung:
7 :[0,00) = R, t >t

Auch die Nullfunktion x = 0 ist eine Losung. Aus beiden Lésungen kann
man unendlich viele weitere gewinnen: Es sei ¢ > 0 und z, : R — R

durch
(1) = 0 fallst<a
Tall)"= ) 2 falls ¢ >aq

definiert. Die Funktion z, ist an der »Klebestelle< ¢t = ¢ differenzierbar
und 16st die Differentialgleichung.

BEMERKUNGEN:

1. Das Adjektiv »gewohnlich<« bezieht sich darauf, dass in der Differenti-
algleichung Funktionen einer Variablen und die Ableitungen nach der-
selben auftreten, im Gegensatz zu Funktionen mehrerer Variabler und
partiellen Ableitungen nach denselben.

2. Die Forderung, dass der Definitionsbereich einer Losung z : [ — R
stets ein Intervall sein soll, hat pragmatische Griinde, die im Lauf der
Vorlesung klar werden.

3. Ist x : I — R Losung einer Differentialgleichung und J C I ein Inter-
vall, so ist auch die Einschrankung xz|; eine Losung der Differentialglei-
chung. Man sagt dann auch die Losung = setzt die Losung x|; von J
auf [ fort.

4. Die letzte Bemerkung zeigt, dass es sinnvoll ist nach Losungen mit
moglichst groem Definitionsbereich zu suchen.

Eine gewohnliche Differentialgleichung kann unlosbar sein: Man betrachte
beispielsweise
(') +e" = 0.

Diese Gleichung ist dquivalent zu (2/)> = —e®, wobei die linke Seite nicht

negativ, die rechte Seite aber stets negativ ist. Eine Losung kann also nicht
existieren.

In der Praxis treten bestimmte Formen von Differentialgleichungen be-
sonders haufig auf; sie bekommen daher eigene Namen:
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DEFINITION 1.2: FEine gewdhnliche Differentialgleichung heif$t autonom,
falls die Variable der gesuchten Lésungen (unabhdngige Variable; hier t) in
der Gleichung nicht explizit erscheint:

F(z, o' 2" ... ™) =0. (8)

Fine gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung n € N heifit explizit,
falls sie die Form

2™ — flt a2 ) =0 9)
mit einer Funktion
f:D—=R, (t,x,...,x,) — f(t,x1,...,2),
besitzt, wobei D C R™T1.

BEMERKUNG: Eine explizite Differentialgleichung kann also nach der
héchsten vorkommenden Ableitung aufgelost werden:

2™ = f(t,x, o 2", ),

BEISPIELE: Die Beispiele 1 bis 4 zur Definition 1.1 sind explizit. Die
Beispiel 1 und 2 sind nicht autonom, wéhrend die Beispiele 3 und 4 autonom
sind.

Die Differentialgleichung

trx” =0

ist nicht explizit und nicht autonom. Man kann sofort unendlich viele Lésun-
gen angeben, namlich
z(t) =at+b, a,beR.

Aber sind das alle?

Die Frage nach der Losbarkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen
und mehr noch nach Methoden zum Auffinden einiger oder aller Losungen
sind zentrale Fragen dieser Vorlesung. Jedoch ist es in der Praxis nicht immer
notwendig Losungen einer Differentialgleichung konkret anzugeben, sondern
es kann ebenso wichtig sein Eigenschaften von Lésungen zu kennen. Diese
kann man héufig aus der Differentialgleichung selbst gewinnen ohne diese zu
l6sen. Die folgende Feststellung liefert ein niitzliches Beispiel:
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FESTSTELLUNG 1.3: Ist die Funktion f in der expliziten Differentialglei-
chung (9) stetig, so ist jede Losung der Differentialgleichung n-mal stetig
differenzierbar. -

Ist der Definitionsbereich von f offen und f m-mal stetig differenzierbar,
so ist jede Lisung (n 4+ m)-mal stetig differenzierbar.

Ist f unendlich oft differenzierbar, so gilt dies auch fiir jede Lésung.

BeEWwEIS: Ist x : [ — R eine Losung der Differentialgleichung (9), so kann
man ihre n-Ableitung 2™ als Verkettung der Abbildung

g: T =Rt (ta(t),2'(t),..., 2" V)T

und f schreiben: (™ = f o g. Die Abbildung g ist differenzierbar, denn ihre
Koordinatenfunktionen sind differenzierbar, also stetig.

Ist f stetig, so ist also 2™ eine Verkettung stetiger Funktionen und damit
stetig.

Ist f sogar (stetig) differenzierbar, so ist nach der Kettenregel auch (™
differenzierbar; es gilt:

2 = (@) = (fog) = (f'og)-d,

wobei of of o7
f/:(_7_7"'7_>
ot 8201 afL‘n
und daher

0 "0

S a_{ og+ Z<_f o g)r®.

Ist f sogar stetig differenzierbar, so folgt aus der letzten Identitédt die Ste-
tigkeit von x(™*1) also die (n + 1)-malige stetige Differenzierbarkeit von z.
Durch vollstéandige Induktion ergibt sich die allgemeine Aussage. a

Die Beispiele haben gezeigt, dass es niitzlich ist nach Losungen einer
Differentialgleichung zu suchen, die bestimmten Vorgaben an einer festen
Stelle t, ihres Definitionsbereichs geniigen. Dies motiviert die

DEFINITION 1.4: Ein Anfangswertproblem (AWP) ist eine gewdéhnliche

Differentialgleichung F(t,z, 2’ 2", ..., 2™) = 0 zusammen mit Bedingungen
der Form
z(tg) = xo, 2'(tg) =z, " (to) = 27, . .. 2 () = xgn_l) (10)

fir die gesuchten Lisungen x : I — R. Insbesondere muss also tg € I gelten.
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BEMERKUNGEN:

1. Ist ein AWP gegeben, so wird durch die Differentialgleichung selbst
auch eine Bedingung an x(™(ty) gestellt, denn es muss per Definition

F(xg, xg, (g, - - ,xén_l), x(")(to)) =0
gelten.

2. Ist x : I — R Losung eines AWP, so gibt es insbesondere Losungen der
Form x : [to, t1] — R, t; > 1y, gibt. Interpretiert man die Variable ¢ als
Zeit, so liefert dies das Motiv fiir die Bezeichnung Anfangswertproblem.

Selbst wenn eine vorliegende gewohnliche Differentialgleichung Lésungen be-
sitzt, so muss nicht jedes AWP zu dieser Differentialgleichung auch eine
Losung besitzen. Man betrachte beispielsweise die Differentialgleichung

()" + ]| = 0.

Offensichtlich ist die Nullfunktion = = 0 die einzige Losung dieser Differen-
tialgleichung, womit das zugehorige AWP

z(l)=1

keine Losung besitzt.
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2 Differentialgleichungen erster Ordnung
Die in der Definition einer gewthnlichen Differentialgleichung
F(t,z o' 2" ... ™) =0

auftretende Funktion F' bestimmt offenbar den Schwierigkeitsgrad (die Kom-
plexitéit) der Differentialgleichung. Insbesondere sind explizite Differential-
gleichungen >einfacher< als nicht explizite. Es liegt daher nahe sich zunéchst
im Detail mit gewohnlichen Differentialgleichungen der Gestalt

¥ = f(t,x) (11)

mit f: D — R, D C R?, zu befassen, also den expliziten Differentialgleichun-
gen erster Ordnung. Streng betrachtet, muss die zweite Variable der Funktion
f geméf Definition 1.1 mit x; oder dhnlich bezeichnet werden. Im Folgenden
wird jedoch die weit verbreitete, bequemere Konvention verwendet die Va-
riable genauso wie die Losungen mit x zu bezeichnen. Was jeweils gemeint
ist, ergibt sich aus dem Kontext.

2.1 Das Richtungsfeld und das Polygonzugverfahren

Die Differentialgleichungen (11) und ihre Losungen x : I — R besitzen eine
ausgesprochen niitzliche geometrische Interpretation: Es sei x : I — R eine
Losung der Differentialgleichung (11). Dann schreibt letztere dem Graphen

Graph (z) .= {(t,z(t)) :t €I} C D

die Steigung z'(t) der Tangenten in jedem Punkt (¢,x2) € D vor: sie muss
ndmlich den Wert f(¢,z) besitzen. Diese Betrachtungsweise motiviert die
folgenden beiden Begriffe:

DEFINITION 2.1: Ein Tripel (t,z, f(t,x)), (t,x) € D, heifit Linienelement
der Differentialgleichung (11).

Die Menge R := {(t,z, f(t,z)) : (t,x) € D} aller Linienelemente nennt
man das Richtungsfeld der Differentialgleichung (11).

Die Abbildung 3 zeigt eine Visualisierung des Richtungsfeld der Differen-
tialgleichung
r' = sin(t)x
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Abbildung 3: Richtungsfeld von 2z’ = sin(t)x

im Bereich [0, 6.5] x

[—1.5,1.5]. Die in roter Farbe dargestellte Kurve, ist der

Graph einer Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert z(0) = 0.4.
Ein Linienelement (t,z, f(z,t)) wird in dieser Visualisierung als Punkt mit
den Koordinaten (¢,x) dargestellt, an den ein kurzes Geradenstiick mit der

Steigung f(t,z) angesetzt ist.

Das Richtungsfeld kann einerseits genutzt werden, um eine Vorstellung
der Graphen von Losungen zu gewinnen, und andererseits um Losungen zu
erraten. Es zeigt auch die Grundidee eines einfachen, numerischen Verfahrens
zur nidherungsweisen Bestimmung von Losungen auf, dem von Cauchy! und

Euler? stammenden Polygonzugverfahren: Vorgelegt sei ein AWP

¥ = f(t, ), x(ty) = o

mit rechter Seite

f:D—R, DCR2

Wir nehmen an, dass (o, ) ein innerer Punkt von D ist. Dann existiert ein

! Augustin Louis Cauchy, 1789 — 1857, franzosischer Mathematiker
2Leonhard Euler, 1707 — 1783, Schweizer Mathematiker
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a > 0 derart, dass
[to,to + a] X [xg — a,xg +a] C D

gilt und es ist sinnvoll in diesem quadratischen Bereich nach einer ndherungs-
weisen Losung T : [to, to+a] — R zu suchen. Hierzu zerlegt man das Intervall
[to, to +a) in n € N Teilintervalle der Lénge h := 2. Die Teilungspunkte sind
dann durch

trp =to+ kh, k € {1,...,n—1},

gegeben. Eine ndherungsweise Losung x,, des AWP wird rekursiv durch die
folgende stiickweise lineare Funktion definiert:

® fn(t) =Ty + f(to,xo)(t — t[)) fir t € [to,tl],

o To(t) i= Fn(t)) + f(t, Tult))(t — 1) fiir £ € [t1, 1),

o Tolt) i= Tn(ts) + fta, Tults))(t — to) fiir ¢ € [ta, 1),

Die Rekursion wird solange fortgesetzt, wie (tg, Z,(tr)) € D gilt. Die ermit-
telte Funktion 7, ist also moglicherweise nur in einem Intervall [to, ¢y + b],
b < a, definiert. Sie ist in den Punkten ¢, in der Regel nicht differenzierbar!
Ihre rechtsseitige Ableitung in diesen Punkten stimmt aber mit der Vorgabe
durch die Differentialgleichung iiberein.

In Abbildung 4 sind zwei Naherungslosungen nach dem Polygonzugver-
fahren fiir das AWP
¥ = —tx, z(0) =1,

dargestellt. Der Polygonzug in roter Farbe stellt die Ndherungslosung zur
Schrittweite h = 0.4, der in cyanblau die Naherungslosung zur Schrittweite
h = 0.2 dar. Wir werden spéter sehen, dass das AWP die eindeutige Losung

z(t) = e 2t

besitzt, die als Kurve in schwarzer Farbe zu sehen ist.
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Abbildung 4: Naherungslosungen nach dem Polygonzugverfahren

Man schenke der Tatsache besondere Beachtung, dass das Verfahren auch
anwendbar ist, wenn das vorliegende AWP keine eindeutige Losung besitzt.
Man wird also im Allgemeinen nicht erwarten kénnen, dass die Folge (7,,)nen
punktweise oder vielleicht sogar gleichméflig gegen eine Losung = des AWP
konvergiert. Tatséchlich gilt der folgende Satz von Peano?, der hier aber nicht

bewiesen werden soll:

3Giuseppe Peano, 1858 — 1932, italienischer Mathematiker
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THEOREM 2.2: Die rechte Seite f der Differentialgleichung (11) sei stetig
und auf dem Rechteck

Q:: [to,t0+a] X [$o—b,$0+b] gD

gelte
b
vieQ |f(tx)] < -

a

Dann besitzt die Folge (Z,)nen der Polygonziige eine Teilfolge, die gleichmdfsig
gegen eine Losung des AWP x’' = f(t,x), x(ty) = xo konvergiert.

BEMERKUNGEN:

1. Man beachte, dass das Rechteck () kompakt ist, eine stetige Funktion
f auf @ also stets beschrénkt ist. Wesentlich an der Beschrénktheits-
forderung an f ist also die Grofle der Schranke.

2. Man beachte auch, dass der Satz die Losbarkeit vieler AWPs 2/ =
flt,x), z(ty) = x¢ liefert.

3. Besitzt das AWP 2/ = f(t,x), x(to) = o eine eindeutige Losung und
liegen die Voraussetzungen des Satzes vor, so konvergiert die Folge
(ZTn)nen gleichméBig gegen die Losung.

Der Beweis des Satzes ist anspruchsvoll. Wir werden spéter einen Existenz-
satz fiir Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen beweisen, der
zwar hohere Anforderungen an f stellt, aber einen vergleichsweise einfachen
Beweis besitzt. Ein Beweis von Theorem 2.2 findet sich in [HNW].
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2.2 Elementare analytische Losungsmethoden

Es bietet sich an die Klasse der Differentialgleichungen (11) unter Verwen-
dung folgender Kriterien weiter zu untergliedern:

e Vorkommen der Variablen ¢ und z in f,

e Abbildungseigenschaften der Funktion f.

In den folgenden Abschnitten werden diese Klassifikationskriterien genutzt.

Eine sehr haufig vorliegende Eigenschaft ist die Stetigkeit der rechten
Seite f. Diese hat zur Folge, dass das Richtungsfeld der Differentialgleichung
keine sprunghaften Anderungen aufweist. Weiter sind Losungen z : I — R
der Differentialgleichung dann sogar stetig differenzierbar, wie in Feststellung
1.3 bereits gezeigt wurde.

DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN z'(t) = f(t)

e Da Losungen per Definition ein Intervall als Definitionsbereich besitzen
und die rechte Seite der Differentialogleichung nicht von x abhéngt,
kann man ohne Einschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass der
Definitionsbereich von f die Form D = I xR mit einem Intervall I C R
besitzt.

e Da f nicht von x abhéngt, kann man eine Funktion einer Variablen
durch die Vorschrift
I >R, t— f(t,x)

mit beliebigem z € R definieren. Der Einfachheit halber wird diese
Funktion ebenfalls mit f bezeichnet.

e Nimmt man an, dass [ stetig ist, so sind die Losungen der Differenti-
algleichung nach Definition gerade die Stammfunktionen von f.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert also:

SATZ 2.3: Die Liosungen der Differentialgleichung ' = f(t) mit stetiger
rechter Seite f: I x R — R, I C R ein Intervall, sind durch

t
x(t) ::/f(r)d7+a:0, to € I,xg €R
to

gegeben. Insbesondere sind alle Losungen auf dem Intervall I definiert und
jedes AWP z' = f(t), x(ty) = xo besitzt eine eindeutige Lisung.
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BEISPIEL 2.4: Das AWP

x' = sin(t), x(z) =1
4
besitzt die Losung

t

x(t) = /sin(T) dr +1= cos(%) —cos(t) +1 = —cos(t) +1+ %\/ﬁ

INE]

DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN z’ = f(z)

Die hier betrachteten Differentialgleichungen sind genau die expliziten, auto-
nomen Differentialgleichungen erster Ordnung. Ihre Losungen lassen sich in
vielen Fallen mit Hilfe des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit ermitteln,
der in der Analysis-Vorlesung behandelt wird:

SATZ 2.5: FEs sei g : I — R eine stetig differenzierbare Funktion auf dem
Intervall I C R und ty € I sei ein innerer Punkt von I mit der Figenschaft
g (to) # 0. Dann gibt es ein offenes Intervall Iy C I mit den Eigenschaften:

o iy €Iy und Jy := g(1,) ist offen.
e gl : 1 — Jy ist bijektiv.

e Die Umkehrfunktion h : J; — I, ist stetig differenzierbar und fiir ihre
Ableitung gilt:

Ve L W)= o

Insbesondere ist die Funktion g|;, streng monoton wachsend oder streng mo-
noton fallend.

Nach diesem Vorwort kehren wir zur Differentialgleichung 2’ = f(x)
zuriick und betrachten die Funktion f zunéchst wieder als eine ebenfalls
mit f bezeichnete Funktion

fiJ-R, JCR
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einer Variablen und setzen voraus, dass f stetig ist. Dann ist jede Losung
x : I — R stetig differenzierbar. Sei ¢ty € I ein innerer Punkt des Intervalls
I mit der Eigenschaft z'(¢y) # 0. Dann existiert nach dem Satz iiber die
lokale Umkehrbarkeit ein offenes Intervall Iy C I, tq € I, derart, dass die
Einschriankung

xy =zl L = Jp =)

bijektiv ist und eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion besitzt. Hierbei
ist J; C J notwendigerweise ein offenes Intervall.
Es sei
ti:J1— ]1, ff—) tl(g),

die Umkehrfunktion von z;. Fiir deren Ableitung gilt dann:

/ _ 1 = L = !
t(§) = 2 (t1(6)) o f(z(t1(8))) B [’

das heifit die Funktion ¢ ist eine Losung der Differentialgleichung

(12)

deren Losungsverhalten durch Satz 2.3 beschrieben wird:

¢
1
/m <+ to, To - — ZE(t()) (13)

Mit Hilfe der bisherigen Uberlegungen lisst sich nun zeigen:

SATZ 2.6: Es seien f:J — R, J CR, eine stetige Funktion und xq ein
innerer Punkt von J mit f(xo) # 0. Dann besitzt das AWP

¥ = f(x), x(ty) = xo

fiir beliebiges ty € R eine Losung x : I — R mit offenem Definitionsbereich
I auf dem x die einzige Losung des AWP ist.

BEWEIS: Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein offenes Intervall J; C J
mit den Eigenschaften zy € J; und

Ve e J; f(x)#0.
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Es sei dann t; : J; — R die Losung (13) der Differentialgleichung (12). Fiir
diese gilt
Ve ey t(x) #0.

Nach Satz 2.5 besitzt ¢; daher eine differenzierbare Umkehrfunktion
x1 : Iy — J; mit dem offenen Intervall I; := ¢;(J;). Fiir die Ableitung

von xp gilt
! L )
f@®)  fmay

71 ()

das heifit die Funktion x; ist eine Losung der Differentialgleichung 2’ = f(x).
Weiter gilt nach Konstruktion ¢;(x¢) = to also 1 (ty) = zo.

Es bleibt die letzte Aussage des Satzes zu zeigen: ... (noch zu ergénzen).

O

BEISPIEL 2.7: Wir wollen alle Losungen der Differentialgleichung
r=ux

bestimmen.

Aus der Analysisvorlesung sind die Losungen bereits bekannt: Es sind die
Funktionen z(t) = Ce', C' € R. Will man also ein AWP 2’ = z, x(t) = x¢
16sen, so muss Ce' = x4 gelten, woraus sich die eindeutige Losung

x(t) = wpe' ™

mit dem Definitionsbereich I = R ergibt.

Wir wollen iiberpriifen, ob das Vorgehen, das zu Satz 2.6 gefiihrt hat,
ebenfalls diese Losungen liefert. Hierzu muss man allerdings =y # 0 anneh-
men. Da J = R gilt, ist xg dann stets ein innerer Punkt. Die Differentialglei-
chung (12) besitzt im vorliegenden Fall die Form

mit der Losung

£
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Ist g > 0, so besitzt t; den Definitionsbereich J; = (0, 00) und es gilt

t1(§) = In(&) — In(xg) + to.

Es gilt I} = t1(J1) = R. Die gesuchte Losung 7 ist die Umkehrfunktion von
t1. Durch Auflésen der obigen Gleichung nach ¢ erhélt man

§ = xpe 71,
also die Umkehrfunktion z1(t) = zge' " mit dem Definitionsbereich I;.

Ist andererseits z < 0, so erhélt man J; = (—o0, 0) als Definitionsbereich

von t; und daher
t1(8) = In(=¢) — In(—=xo) + Lo.
Es ergibt sich I = ¢(J;) = R und ebenfalls x;(t) = zge' .

Den Fall 25 = 0 kann man nicht direkt mit dem Satz 2.6. Folgende Uber-
legung zeigt aber, dass * = 0 dann die einzige Losung ist: Nimmt man an,
dass  : I — R eine von 0 verschiedene Losung mit z(¢y) = 0 ist, so gibt
es ein t; € I mit x(t;) =: 1 # 0. Nach dem bereits Bewiesenen besitzt das
AWP

' =ux, x(t) =12,

genau eine Losung, namlich Z(t) = z1e'" mit dem Definitionsbereich R.
Also stimmen x und 7 in einer Umgebung von 0 {iberein, woraus sich der
Widerspruch

0=2(0) =7(0) = z1e ™

ergibt. O
Die Uberlegungen, die zu Satz 2.6 gefithrt haben, helfen auch ein Ver-

fahren anzugeben, dass hédufig explizit die Losung eines AWP, wie im Satz
angegeben, liefert.

VERFAHREN 2.8 (LOSEN VON 2/ = f(x), x(tg) = 0):

1. Man bestimme ein Intervall J; mit xy € Ji, in dem f keine Nullstelle
besitzt.

2. Man bestimme eine Formel fiir die Abbildungsvorschrift der Funktion

3
1
t1(€) —J/deHo-
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Dies ist allerdings nicht immer moglich oder kann zu komplexen For-
meln fiithren.

Man beachte unbedingt: Die obige Gleichung gilt nur in einem Intervall
J1 mit xg € Ji1, in dem f keine Nullstelle besitzt.

3. Man bestimme [ := t;(J;).

4. Man bestimme durch Auflésen nach & der im Schritt 2 gewonnenen
Formel fiir ¢, eine explizite Gleichung fiir die Umkehrfunktion z; = ¢ .

Dies ist allerdings nicht immer moglich oder kann zu komplexen For-
meln fiithren.

Dann ist x; : I; — R eine explizit gegebenen Losung des vorliegenden
AWP.

BEISPIEL 2.9: Es soll das AWP

¢ =zn(z), 2(0) =9 #1

gelost werden.

Die rechte Seite ist auf R x R>? definiert und stetig. Mit den Bezeichnun-
gen von Satz 2.6 ist also J = R>? und xy damit ein innerer Punkt von .J.
Die rechte Seite besitzt die einzige Nullstelle z = 1. Da x¢ # 1 vorausgesetzt
wird, ist das Verfahren 2.8 anwendbar.

Schritt 1:

Fall o > 1: J; = (1, )

Fall 2o < 1: J; = (0,1).

Schritt 2:

Fall ¢y > 1: Es ist dann auch £ > 1 und daher gilt

o

ti(§) =

- Ti( <>>|f +0
In(In(£)) — In(In(zo)).

Fall xy < 1: Es ist dann auch & < 1 und daher gilt nach der Substituti-
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onsregel:

Schritt 3:

5
&
o
vV
=
=t
S &
I
~
—
=
=
I
7

Schritt 4:
Fall ¢ > 1: Auflésen nach ¢ liefert

£ . 6(e?(5)+1n(1n(nco)>)

Y

also
(et+In(In(z0)))

r1(t) =€
Fall 2y < 1: Auflésen nach ¢ liefert

€= o (EHO)FIn(=1n(z0)))

)

also
_(ot+In(—1n(zqg))
z(t) = e o,

Die Abbildung 5 zeigt das Richtungsfeld der hier diskutierten Differential-
gleichung, sowie die Graphen von Losungen zu folgenden Werten von xy: 0.7
(grin), 0.9 (braun), 1.1 (rot) und 1.2 (magenta). <&

Neben der Frage nach der Existenz von Losungen einer Differentialglei-
chung bzw. eines AWP stellt sich auch die nach deren Eindeutigkeit, wie
das im Satz 2.6 bereits anklingt. Das folgende Beispiel demonstriert, welche
Phéanomene in diesem zusammenhang auftreten kénnen.

BEISPIEL 2.10: Im Folgenden soll das Losungsverhalten der AWPs
' = /||, z(ty) = g (14)
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,00) und fiir die Umkehrfunktion von ¢;
29

erhélt man die auf diesem Intervall nach Satz 2.6 eindeutige Losung
1 2
(56— to) + VT

t(T) = (to — 2T
$1(t)

Es folgt I



Es sei nun 7z < 0. Es ist dann J; = (—o0,0) und auf diesem Intervall gilt

¢
t1(§):/ 1_gdC+t0:2(—\/——§+v—$o)+to- (16)

I

Hieraus erhélt man [ = ¢1(J;) = (—o00, tg +21/—x() und die dort eindeutige
Losung

ra(t) = ~(5 ¢ — to) — v=0)" (17)

Im bislang nicht behandelten Fall xy = 0 ist die Nullfunktion z = 0 eine
Losung.

Haben wir damit jeweils alle Losungen des AWP (14) gefunden? Die Ant-
wort lautet »Nein<, wie die folgenden Uberlegungen zeigen.

Es sei 29 < 0 gegeben. Fiir die zugehorige Losung (17) gilt dann:

lim  27(t)= lm  +/|z:(t)] = 0.

t—to+2v/—x0 t—to+2v/—x0

Folglich gilt: Setzt man x; rechts des Wertes t; := tg + 2y/—x¢ bis zu ei-
nem Wert ty > t; als Nullfunktion xy : [t1,t2] — R, ¢ +— 0 fort, so ist die
entstehende Funktion im Intervall (—oo, t5] differenzierbar und eine Losung
des AWP (14). Dabei ist t5 = oo zuldssig. Im Fall t5 # oo kann man weiter
Folgendes tun: Man wé&hlt t3 > ¢5 und x3 > 0 so, dass

ts — 2¢/x3 = to
gilt. Sei dann x3 die Losung (15) zu dem AWP z(t3) = x3. Fiir diese gilt

lim 25(t) = 0.

t—to

Folglich ist die Funktion

z1(t) fallst € (—o0,ty)
z:R— R, t— Ig(t) falls t € [t17t2]
x3(t) falls t € (t2,00)

eine Losung des AWP z(tg) = x¢. Eine solche ist in Abbildung 6 dargestellt.
Da man t, frei wihlen kann, gibt es unendlich viele verschiedene Lésungen
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Abbildung 6: Richtungsfeld und zusammengesetzte Losung

des AWP (14). (Es ist klar, dass man die gleiche Argumentation auch im Fall

xo > 0 durchfiithren kann.)

Es stellt sich die Frage, ob wir nun wirklich alle Losungen gefunden haben:

Sei x : I — R eine Losung der Differentialgleichung ' =

konstant 0 ist. Die Differentialgleichung selbst liefert dann a’(t) > 0 fur alle
, ist die Menge
N ihrer Nullstellen abgeschlossen in I und damit wegen der Monotonie ein
abgeschlossenes Intervall, moglicherweise leer. Insgesamt besitzt [ also die

t € I, das heifit = ist monoton wachsend. Da x stetig ist

Gestalt
I=1LUNUI,,

wobei die Vereinigung disjunkt und mindestens eines der beiden Intervalle I;

und I, nicht leer ist.

Ist I; # 0, so gilt dort x(t) < 0 also z/(t) > 0. Folglich ist xy := x|,
t1 : Jl — Il. Ist
to € I und xg := x(ty), so lost 1 das AWP o’ = \/—x, x(tg) = xo, weshalb

streng monoton wachsend und besitzt eine Umkehrfunktion

t1 die Gestalt (16) besitzt. Folglich hat x; die Form (17), wi

Diesselbe Argumentation kann mit Iy durchgefithrt werden. Insgesamt
zeigt sich, dass tatséchlich alle Losungen der Differentialgleichung gefunden

wurden.
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DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1z’ = g(t)h(x)

Differentialgleichungen dieser Form bezeichnet man als Differentialgleichun-
gen mit getrennten Variablen. Man beachte, dass jeder der bislang behandel-
ten Fille von diesem Typ ist.

Um Systematisches {iber ihre Losungen sagen zu konnen, macht man die
Annahmen: Es seien g : I, — R und h : J, — R stetige Funktionen auf den
Intervallen I, und J,. Die rechte Seite f(t,2) = g(t)h(z) besitzt dann den
Definitionsbereich I, x J, und ist stetig.

Fiir jede Losung = : I — R muss I C I, und z(I) C Jj gelten.

Um an die Lésungen von Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
heranzukommen, startet man wie im vorigen Fall mit einigen Voriiberlegun-
gen: Es sei zy € J, ein innerer Punkt mit h(xg) # 0; ein solcher existiert
stets, falls h nicht die Nullfunktion ist. Es sei x : I — J, eine Losung des
AWP

2'(t) = g(t)h(z), x(ty) = wo.
Da h o x stetig ist, gibt es ein Intervall Iy C I, ty € I, derart, dass h o x in
I; keine Nullstellen besitzt. In diesem Intervall gilt die Gleichung

(1)

h(x(t))

/t%(h: /tg(r) dr. (18)

to to

= g(1),

folglich auch

Nach der Substitutionsregel ist

t z(t)

o Y
ity = | e (19)

to o

Die auf dem Intervall J; := x(I;) definierte Funktion

13
H(E) = / %dc

Zo

ist injektiv: Entweder besteht J; nur aus einem Punkt, dann ist die Injekti-
vitét klar, oder x(1;) ist ein aus mehr als einem Punkt bestehendes Intervall,
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dann ist H differenzierbar mit H' = % Da H’ keine Nullstellen besitzt, ist
H streng monoton, woraus die Injektivitat folgt.

t
Es sei H~!: J; — I; die Umkehrfunktion von H und G(t) := [ g(7)dr.
to

Dann kann man die Gleichungen (18) und (19) als
Hox=(G

schreiben. Es folgt
r=H'oG,

womit eine Formel abgeleitet wurde, die man zur Bestimmung einer Losung
verwenden kann: G ist eine Stammfunktion von g und H~! kann moglicher-
weise durch Auflésen einer expliziten Gleichung fiir H ermittelt werden.

SATZ 2.11: Es seien g : I, — R und h : J, — R stetige, auf Intervallen
definierte Funktionen. Zu jedem ty € I, und jedem inneren Punkt xy € J,
mit der Eigenschaft h(xg) # 0 besitzt das AWP

' = g(t)h(z), z(ty) = 0

dann eine Léosung x : I — R mit einem offenen Intervall I auf dem x auch
die einzige Losung ist.

BEWEIS: Motiviert durch die Voriiberlegungen wéhlt man ein offenes In-
tervall J; C J, mit den Eigenschaften: xq € J; und h besitzt keine Nullstellen
in J;. Wie oben ausgefiihrt ist die Funktion

3
H:J1—>R,§r—>/%dg

dann injektiv, stetig differenzierbar und besitzt daher nach dem Satz {iber die
lokale Umkehrbarkeit eine differenzierbare Umkehrfunktion H=! : I} — Ji,
wobei I := H(J;) ein offenes Intervall mit der Eigenschaft 0 = H~*(z) € I
ist.

Die Funktion

¢
G:1, =R, tl—>/g(7')d7'
to
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ist stetig differenzierbar, insbesondere also stetig. Es gilt G(ty) = 0 € I;.
Daher gibt es eine offenes Intervall I C R mit den Eigenschaften ¢ty € I und
G(I) C I.

Es sei nun

r=H 'oG:I >R

Dann ist = eine Losung des im Satz angegebenen AWP: Fiir jedes t € I gilt
namlich

Z(t) =

t
= gO)h(x(t)).

Weiter ist x(ty) = H *(G(ty)) = H1(0) = zo.
Die Eindeutigkeit der Losung auf dem Intervall I folgt aus den Voriiber-
legungen, die zeigen, dass x auf I der Formel x = H~! o G geniigen muss.

O

VERFAHREN 2.12 (LOSEN VON 2’ = g(t)h(z), z(ty) = xo):

1.

Man ermittle ein (moglichst groBes) Intervall J;, zy € Ji, in dem h
keine Nullstelle besitzt.

. Man bestimme eine explizite Funktionsgleichung fiir die Funktion

£
H(é):/%dc

Zo

auf dem Intervall .J;.

. Man bestimme [; = H(J;).

Man bestimme eine explizite Funktionsgleichung fiir die Funktion

und wihle ein moglichst grofies (offenes) Intervall I mit ¢, € [ und

G(I) C I,.
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5. Man l6se die Gleichung
H(§) = G(1)

explizit nach & auf, wobei man die in den Schritten 2 und 4 ermittelten
Funktionsgleichungen fiir G und H benutzt, und erhélt so eine Losung

v: I =R, t— HYG®)).

BEISPIEL 2.13: Es soll ein AWP der Form
7' = cos(t)x?, x(ty) = xg

gelost werden, es ist also g(t) = cos(t) und h(z) = 22. Um das gerade be-
schriebene Verfahren anwenden zu kénnen, muss man folglich xq # 0 voraus-
setzen.

Schritt 1:

Fall xy > 0: J; = (0, OO)

Fall zy < 0: J; = (—00,0).

Schritt 2: In beiden Fallen erhélt man

3 350.

Schritt 3:

Fall xp > 0: [} = (—o0, %)
Fall o < 0: I} = (£, 00).
Schritt 4:

8
o

t

G(t) = /COS(T) dr = sin(t) — sin(tp),

die Funktion G ist also periodisch mit Periode 27 und es gilt
G(R) = [-1 —sin(tg), 1 — sin(tg)].

Das Definitionsintervall I der gesuchten Lésung x hidngt nun stark von
den Werten von ty und xg ab. Anstelle einer systematischen Diskussion der
moglichen Félle seien hier nur exemplarisch einige dieser Félle angegeben: Es
sei stets tg = 0.
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e 7o = —3: Bsist G(R) = [-1,1] C I, = (—2,00), folglich kann man
I = R wihlen. Der Graph der Losung des entsprechenden AWP ist in
Abbildung 7 in roter Farbe dargestellt.

e 1y = —2: Es ist [; = (—3,00). Folglich ist [ := (—%,7 + %) das
grofite offene Intervall mit ¢ = 0 € [ und G(I) = sin(/) C ;. Der
Losungsgraph ist in Abbildung 7 in hellgriiner Farbe dargestellt.

= %: Esist I} = (—o0, %), weswegen G(R) C I, ist und daher I = R
gewihlt werden kann. Der Graph der Losung erscheint in Abbildung 7
in dunkelgriiner Farbe.

o 7o = 1: Esist [; = (—o0, 1). Daher ist I = (=3, Z) das grofite offene
Intervall mit ¢y = 0 € [ und G(I) = sin(/) C I;. Der Graph der Losung
erscheint in Abbildung 7 in brauner Farbe.

Schritt 5: Aus
L L sin(t) — sin(to)
—— + — =sin(t) — sin
§ Zo 0

ergibt sich die Funktionsgleichung

1
sin(to) + x—lo — sin(t)

x(t) =

fiir die Losung x : I — R. Insbesondere zeigt sich, dass alle Losungen eines
AWP mit I = R periodisch mit der Periode 27 sind.

Das Beispiel illustriert wie stark das Verhalten von Losungen einer Diffe-
rentialgleichung von den Anfangsbedingungen abhidngen kann. &
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Abbildung 7: Losungen von z’ = cos(t)x?

2.3 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Abschnitt wird ein Klasse expliziter Differentialgleichungen dis-
kutiert, fiir deren Losung man die lineare Algebra gewinnbringend einsetzen
kann: Mit ihrer Hilfe ldsst sich die Menge aller Losungen vollsténdig beschrei-

ben.

DEFINITION 2.14: Fine explizite, lineare Differentialgleichung erster Ord-

nung ist eine Differentialgleichung der Gestalt

(20)

t)z + b(t),

(

I — R auf einem Intervall I

=a

C R definierte

I —- R und b

wobei a

Funktionen sind.

)

Fualls beide Funktionen a und b konstant sind

bezeichnet man (20) als

lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Falls b die Nullfunktion ist, bezeichnet man (20) als homogene ansonsten

als inhomogene lineare Differentialgleichung.

Wir untersuchen zunéchst die Stetigkeit der rechten Seite: Die Funktion
f(t,z) == a(t)x + b(t) besitzt den Definitionsbereich I x R. Sind a und b
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stetig, so gilt dies auch fiir f: Eine Folge (tx, T )reny im R? versehen mit der
euklidischen Norm ist bekanntlich konvergent, genau dann wenn die Folgen
(tr)ken und(zy)ren konvergent sind. Fiir eine konvergente Folge (ty, 2k )ren in
I x R mit Grenzwert (¢, xo) ergibt sich dann
lim f(tk,xk) = khm a(tk):vk + b(tk)
—00

k—o0
= lim a(tg) lim zy + lim b(tx)
k—o00 k—o00 k—o00
a(lim tg) lim xg + b( lim t)
k—o0 k—o0 k—o0
= CL(to)ZCO + b(to)
Ist andererseits f stetig und (x)ren eine konvergente Folge in I mit Grenz-
wert to € I, 80 ist (tx, 0)ken konvergent in I x R und es folgt

blto) = f(t0,0) = f(lim (t,0)) = lim f(t,0) = lim b(ty),

k—o00

womit b stetig ist. Analog beweist man die Stetigkeit der Funktion a + b
unter Benutzung einer konvergenten Folge der Form (ty, 1)ren. Es folgt die
Stetigkeit von @ = a + b — b. Es wurde gezeigt:

FESTSTELLUNG 2.15: Die aus zwei Funktionena: I — R undb: 1 — R
gebildete Funktion f(t,x) = a(t)x + b(t) ist genau dann stetig, wenn a und
b stetig sind.

Nun wird die lineare Algebra ins Spiel gebracht. Hierzu sei zunéchst an
den Begriff der linearen Abbildung erinnert:

LA.1 Sind V und W zwei reelle Vektorrdume, so nennt man eine Abbildung
L :V — W linear, falls sie die beiden Eigenschaften

VAeR,x eV L(Ax)=AL(x),
v.ﬁﬂl,l'g eV L(iL‘l + IEQ) = L(f]?l) + L(.CIZ’Q)

besitzt.

LA.2 Als Kern einer linearen Abbildung L wird die Menge
Kern (L) :={v eV : L(v) =0}

bezeichnet; sie ist ein Untervektorraum von V.
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LA.3 Als Bild einer linearen Abbildung L wird die Menge
L(V):={L(v) :veV}
bezeichnet; sie ist ein Untervektorraum von W.

LA .4 Die Gleichung L(x) = b besitzt genau dann eine Losung, wenn b € L(V)
gilt.

LA.5 Ist g € V eine Losung der Gleichung L(z) = b, so ist ihre gesamte
Losungsmenge L durch

L={xy+v:veKemn(L)} =i+ Kern(L)
gegeben.

LA6 Sind Ly : U — V und Ly : V — W zwei lineare Abbildungen, so ist
auch die Verkettung L, o L, eine lineare Abbildung.

LA7 Sind Ly : V — W und Ly : V — W zwei lineare Abbildungen, so ist
auch die punktweise Summe

Li+Ly:V — W, V= Ll(U> +L2(U)

eine lineare Abbildung.

Ist L : V — W lineare Abbildung, so ist fiir jedes A € R auch
AN L:V =W, z— X Lx)
eine lineare Abbildung.

Von zentraler Bedeutung fiir die Theorie linearer Differentialgleichungen und
Differentialgleichungssysteme ist die Linearitét des Ableitens (oder Differen-
zierens): Fiir ein Intervall I C R sei

C(I,R) :={z: I — R: x ist stetig}.

Diese Menge bildet zusammen mit der punktweisen Addition und punktwei-
sen Multiplikation mit reellen Zahlen einen reellen Vektorraum. (Weshalb?)
Ebenso bildet die Menge

CHI,R) := {x: I — R : z ist stetig differenzierbar}
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einen reellen Vektorraum, also einen Untervektorraum von C(I,R). (Wes-
halb?)
Das Ableiten kann man als Abbildung

D :CYI,R) = C(I,R), z+ 2’ (21)

auffassen. Diese Abbildung ist linear. (Weshalb?)
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist D sur-
jektiv. Weiter gilt: Kern (D) sind genau die konstanten Funktionen auf I.

Wir verwenden diese Fakten nun um die Losungsmenge L einer linea-
ren Differentialgleichung =’ = ax + b mit stetigen Koeffizientenfunktionen
a:l— R, b: I — R zu analysieren:

FESTSTELLUNG 2.16: Die Ldsungsmenge Ly C CY(I,R) einer homo-
genen linearen Differentialgleichung ©' = ax ist ein Untervektorraum von
CYI,R).

Die Lisungsmenge . C CL(I,R) einer inhomogenen linearen Differenti-
algleichung x’ = ax + b besitzt die Gestalt

L=xs+Lo={zs+z:2 €Ly},

wobei x4 : I — R eine Lisung von &' = ax +b und Ly die Losungsmenge der
zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ¥’ = ax ist.

BEMERKUNG: Man vergleiche die Feststellung mit der in der linearen
Algebra bewiesenen Aussage iiber die Struktur der Losungsmenge linearer
Gleichungssysteme.

BEWEIS: Der Beweis kann durch simples Rechnen mit Funktionen gefiihrt
werden — der Leser moge dies als Ubung tun.

Ein begrifflicher Beweis verlduft so: Die Abbildung

L: CHI,R) = C(I,R), z+ 2’ —ax (22)

ist linear, weil sie die Differenz zweier linearer Abbildungen ist: dem Ableiten
und dem Multiplizieren mit der stetigen Funktion a — siche (LA.7). Es gilt

Lo = Kern (L),

womit die erste Aussage der Feststellung bewiesen ist.
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Die inhomogene lineare Differentialgleichung ' = ax + b ldsst sich mit
Hilfe der Abbildung L nun als

L(z)=1b
schreiben, womit die zweite Aussage der Feststellung aus (LA.5) folgt. O

Die Feststellung 2.16 liefert zwar interessante Strukturinformation iiber
die Losungsmengen linearer Differentialgleichungen, wir wollen diese jedoch
auch berechnen konnen.

SATZ 2.17: FEsseiena: I — R undb: I — R stetige Funktionen auf dem
Intervall I C R. Die auf dem Intervall I definierten Ldsungen der linearen
Differentialgleichung

¥ =axr+b

sind dann durch die Gleichungen

¢
z(t) := zoet® 4 AW /b(T)eA(T) dr, ty € I,x9 € R, (23)

to

gegeben, wober

Insbesondere besitzt jedes AWP 2! = ax + b, z(ty) = xo, eine eindeutige
Lésung.

FEine homogene lineare Differentialgleichung (b = 0) besitzt den eindimen-
sionalen Untervektorraum

ReA® = {xoeA(t) tro € R} C Cl(I’R)
als Losungsmenge.

BEWEIS: Entsprechend Feststellung 2.16 bestimmt man zunéchst die Losun-
gen der homogenen Differentialgleichung

¥ =azr.
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Da a stetig ist, existiert eine Stammfunktion A von a, die man nach dem
Hauptsatz als

mit einem beliebigen ¢y € I schreiben kann. Nach der Kettenregel gilt dann
(eA)/ _ AleA — aeA’

das heifit die Funktion e” ist eine Losung der Differentialgleichung, und damit
auch jedes skalare Vielfache zge?, 2o € R. Es bleibt zu zeigen, dass dies alle
Losungen x : I — R sind. Sei z eine Losung; fiir diese gilt dann:

Y =a2'e™ — gae ™ = axe® — zaet = 0.

Da I ein Intervall ist, muss also ze™4
die Behauptung.

Gemaéf Feststellung 2.16 geniigt es eine Losung x, : I — R der inhomo-
genen Differentialgleichung anzugeben, um alle Losungen zu kennen. Diese
findet man durch einen heuristischen Ansatz, der sogenannten Variation der
Konstanten: Man betrachtet eine typische Losung der homogenen Differenti-
algleichung, also ce?, ersetzt die Konstante ¢ durch eine (unbekannte) diffe-
renzierbare Funktion ¢ : I — R und nimmt an fiir die gesuchte Losung gelte
x = ce?. Ableiten ergibt

= x¢ fiir ein ¢y € R gelten — dies ist

A

A = e 4 ace.

(ce

Ein Vergleich mit der rechten Seite der Differentialgleichung zeigt b = c’e?,

also ¢ = be~". Der Hauptsatz liefert

t
c(t) = / b(t)e A dr +d, d € R.
to
Man beachte dabei, dass die gleiche untere Integralgrenze wie bei der De-
finition der Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ver-

wendet wird. Daher muss nun die Konstante d eingefithrt werden, um alle
Stammfunktionen von ¢’ zu erhalten.
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Es ist nun nachzupriifen, ob die potentiellen Lésungen

¢
z = cet = e / b(t)e A dr + de?

to

tatsachlich welche sind:

4
t' = ae’ / b(T)e 4 dr + b+ dae.

to
Die rechte Seite der Differentialgleichung ergibt bei Einsetzen von z:
t t
ax + b= a(e? / b(t)e 2 dr + de?) + b = ae? / b(t)e 2D dr + ade® + b.
to to

Es handelt sich also um Losungen. Da nur eine Losung der inhomogenen
Differentialgleichung benétigt wird, kann man d = 0 setzen und erhélt die
im Satz angegebene Formel fiir alle Losungen.

Es bleibt die Behauptung iitber AWPs zu beweisen: Die in Formel (23)
angebene Losung besitzt die Eigenschaft z(tg) = x¢. Es sei nun y eine zweite
Losung mit dieser Eigenschaft. Dann ist © — y eine Losung der homogenen
Differentialgleichung =’ = az, also von der Form ce und mit der Eigenschaft
ceAl0) = x(ty) —y(ty) = 0. Da die Exponentialfunktion positiv ist, folgt ¢ = 0
und damit x = y. a

BEISPIEL 2.18: Das AWP

, 1 n 1 (@)
r=——x+-, x2(2)==x
tln(t)” "t 0
soll gelost werden.
Es ist a = ﬁ und b = % Dasjenige Intervall, auf dem a und b definiert
sind, ist also I = (1, 00).

Es ist

t

At) = / ! dr = In(In(7))|5 = In(In(¢)) — In(In(2)),

/ 7In(T)
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wie ein Blick in eine Integraltabelle zeigt. Damit ist

und folglich

Als Losung ergibt sich

o(t) = zojng + g n(2)(In(In(t)) — In(In(2)))

Toing + In(t)(In(In(t)) — In(In(2))).

&

Der einfachste Fall linearer Differentialgleichungen tritt auf, falls ¢ und b
konstant sind: Da die rechte Seite in diesem Fall nicht von ¢ abhéngt, kann
man die Losung mit dem Verfahren 2.8 finden. Hier soll jedoch stattdessen

der Satz 2.17 zum Einsatz kommen.

Es ist
t

A(t) :/adrza(t—to)

und damit

t t

/be‘A(T) dr = /be‘“(T_tO) dr = —9(6_““_“) —1).
a

to to

Die Losungen der Differentialgleichung sind also

z(t) = xoe“(t*"“) _ é(efa(tfto) —1) = :cge“(t’m) _ 9(1 _ ea(t7t0)>.

a a

Wir haben bewiesen:
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KOROLLAR 2.19: Es seien a,b € R, a # 0. Dann besitzt das Anfangs-
wertproblem
¥ =ax+0b, x(ty) = z0

fiir beliebiges ty € R und xg € R die eindeutige Losung

— ettt _ Py et
x(t) = zpe a(l e ).

Im Allgemeinen lauft das Bestimmen einer speziellen Losung einer li-
nearen Differentialgleichung auf eine haufig langwierige Integration hinaus —
siche den zweiten Summanden in der Gleichung (23). Diese kann manchmal
umgangen werden, indem man fiir die gesuchte Losung eine Ansatzfunktion
mit noch zu bestimmenden Parametern benutzt, die man dann mit Hilfe der
Differentialgleichung bestimmt. Dieses Verfahren ist natiirlich nur dann an-
wendbar, wenn man vorab weif3, welche Ansatzfunktionen zu verwenden sind.
Im Folgenden diskutieren wir eine Klasse von linearen Differentialgleichun-
gen, die auf diese Weise losbar sind: Man betrachte eine Differentialgleichung
der Form

¥ =ar+b, b= bt aby... bR, a#0.
k=0

Eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung ist nach Satz 2.17 durch

t n
z, = et [(Y prk)emalr=t) 47
to k=0

n t
— ea(t—to) Z bk’ f,]_ke—a(ﬂ'—to) d7_
k=0 to

gegeben. Fiir die Stammfunktionen der Funktionen tFe=2(~%) gilt die Rekur-
sionsformel

/tke—a(t—to) dt —_ _ltk‘e—a(t—to) + ﬁ/tk‘—le—a(t—to) dt

a a
Hieraus folgt, dass die Stammfunktionen von t*e=2(=%) die Form py,(t)e~(*~0)
besitzen, wobei p; eine Polynomfunktion vom Grad £ ist. Einsetzen in die
Formel fiir z liefert unmittelbar:
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FESTSTELLUNG 2.20: Fine lineare Differentialgleichung der Form
' = ax + b mit konstantem Koeffizienten a und einer Polynomfunktion vom
Gradn als Koeffizient b besitzt eine Polynomfunktion vom Gradn als Losung.

Die Feststellung liefert als eine Ansatzfunktion fiir die dort betrachteten
Differentialgleichungen.

BEISPIEL 2.21: Es sollen sdmtliche Losungen der Differentialgleichung
o =dr4+t* -1

ermittelt werden. Die Feststellung 2.20 liefert die Existenz einer speziellen
Losung der Form
Ts = ast® + ait + ag, ai € R.

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
2apt + ay = dagt® + dayt + dag +t° — 1 = (dag + 1)t* + dart + 4ag — 1.
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

4as +1 =0, 2a9 = 4ay, a1 = 4ag — 1

also
1152 1t N 7
Ts=—=t"— =t + —.
4 8 32
Die gesamte Losungsmenge der Differentialgleichung ist folglich
1 1 7
L={ce® ) 4 2 _t+ —:cecR}.
{ce +-7 3 + 37 €€ }

&

Weitere Beispiele linearer Differentialgleichungen werden in den folgenden
beiden Abschnitten diskutiert.
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2.4 Modellieren mit Differentialgleichungen

Die Beschreibung bestimmter Aspekte eines Ausschnitts der realen Welt
mit Hilfe mathematischer Objekte nennt man mathematisches Modellieren
oder mathematische Modellbildung. So kann man beispielsweise frei fallende
Korper in der Realitdt beobachten und Messungen des vom Koérper durch-
fallenen Wegs in Abhéngigkeit von der Zeit machen. Der Aspekt fiir den
man sich interessiert ist hier also die Abhéngigkeit zwischen Fallzeit und
durchfallenem Weg. Das mathematische Modell fiir diese Abhéngigkeit ist
die Funktion

1
S(t) - §gt27

wobei ¢ fiir die seit dem Beginn des Falls verstrichene Zeit steht, g := 9.81 5
und s(t) der in der Zeitspanne ¢ durchfallene Weg ist.

Ein »gutes< mathematisches Modell kann auf verschiedene Weise genutzt
werden:

e Zur Prognose von Eigenschaften des betrachteten Ausschnitts der rea-
len Welt: Ein Beispiel ist hier die Wetterprognose mit Hilfe von Glei-
chungssystemen, die das aktuelle Wettergeschehen beschreiben.

e Zur Ermittlung von Eigenschaften des betrachteten Ausschnitts der
realen Welt, die man nicht direkt beobachten kann oder mochte: Die
genaue Phosphatkonzentration im Wasser eines Tiimpels, bei der der
Tiimpel 6kologisch »umkippt<, mochte man eher nicht experimentell
ermitteln. Man kann sie aber eventuell durch eine Analyse des mathe-
matischen Modells bestimmen.

e Zur Simulation des betrachteten Ausschnitts der realen Welt: In der
Astrophysik kann man beispielsweise das >Leben< eines Sterns iiber
seine gesamte Lebensdauer hinweg in wenigen Stunden simulieren. Der
reale Prozess spielt sich in Zeitrdumen von mehreren hundert Millionen
bis Milliarden Jahren ab.

Bei der Erstellung eines mathematischen Modells gilt als grundlegendes Prin-
zip: So komplex wie notig und so einfach wie maoglich. Ein Modell ist stets
eine Annéherung an die reale Welt: Jedes Modell ist falsch. Die Giite eines
Modells kann man dadurch schéitzen, dass man die Modellprognosen iiber
den modellierten Ausschnitt der realen Welt mit Messergebnissen vergleicht,
einen Prozess, den man als Modellvalidierung bezeichnet. Insgesamt ergibt
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sich der in Abbildung 8 dargestellte Arbeitsprozess beim mathematischen
Modellieren.

In diesem und im folgenden Abschnitt werden einige einfache Beispiele
des Modellierens mit Differentialgleichungen vorgestellt. Der Arbeitsschritt
der Modellvalidierung wird dabei stets ausgespart, weil er die Durchfithrung
von Messungen oder Experimenten erfordert.

/,...

_— \ J
= B % e
Mathematisches .f/ Modell- \\, —
Modell \_validierung o
. / - T
— y 5 : R
Simulation, |
Prognose ...
‘ 4

y N 4

Modellbildung | Interpretation |

_ N 4

Ausschnitt der " " | Ergebnisbedeutung
realen Welt Ercennigii¥iscon in der realen Welt

Abbildung 8: Der Prozess des mathematischen Modellierens

Mathematische
Ergebnisse

BEISPIEL 2.22 (DAS ABKUHLUNGSGESETZ VON NEWTON 4): Ein Kérper
einer bestimmten Temperatur, zum Beispiel eine Tasse Tee, befinde sich in ei-
ner Umgebung konstanter Temperatur, zum Beispiel einem Wohnraum. Wie
verdndert sich die Temperatur des Korpers?

Um zu einem mathematischen Modell dieser Situation zu kommen, be-
schreibt man die Temperatur des Korpers im Lauf der Zeit durch eine diffe-

renzierbare Funktion
T: [to, OO) — R,

wobei tg derjenige Zeitpunkt ist, ab dem man die Temperaturverdnderung des
Korpers beschreiben mochte. Die Temperatur des Korpers zum Zeitpunkt ¢,

4Sir Isaac Newton, 1643 — 1727
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werde mit Tp, die Temperatur des umgebenden Raums mit Tk bezeichnet.
Zur Lebenszeit Newtons war eine physikalische Theorie der Wéarme noch
unbekannt, er machte daher den folgenden heuristischen Ansatz: Fiir >klei-
ne< Zeitintervalle At dndert sich die Temperatur des Korpers geméf

T(t+ At) — T(t) = —0(T(t) — Tr)At,

wobei 6 > 0 eine Konstante ist, die den Warmeiibergang vom Korper in den
umgebenden Raum beschreibt. Das Vorzeichen von @ ist so gewahlt, dass die
Temperaturianderung im Fall T'(¢) > Tk negativ ist. Newton wihlte seinen
Ansatz also so, dass sich die Temperaturinderung bei Vervielfachung des
kleinen(!) Zeitintervalls At entsprechend vervielfacht und die Geschwindig-
keit
T(t+ At) —T(t)
At

des Wiarmeverlusts linear mit der Hohe der Koérpertemperatur iiber der Raum-
temperatur steigt.

Der Wert der Konstanten 6 hiangt von der Gestalt des Koérpers (Grofie der
Oberflache), sowie der physikalisch-chemischen Beschaffenheit des Korpers
und des umgebenden Mediums (zum Beispiel Luft) ab.

Durch Grenziibergang ergibt sich eine lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten:

T(t) = lim T+ AAQ —TO) _ gy — T, (24)

Die Losungen einer solchen Differentialgleichung wurden im Korollar 2.19
bereits bestimmt. Fiir den vorliegenden Fall ergibt sich

T(t) = Tye 0t=t) 4 Tr(1 — =010, (25)

Bemerkenswert an dieser Losung ist, dass wegen e 0(0=%) 4 (1 — ¢=0(to=)) = |
die Temperatur T'(t) des Korpers zu jedem Zeitpunkt ein gewichtetes Mittel
der Anfangstemperatur Ty und der Umgebungstemperatur Ty ist. Die Be-
dingung Ty > Tk wird fiir die Herleitung der Differentialgleichung (24) nicht
benotigt, diese gilt also auch im Fall einer Erwarmung des Korpers (Ty < Tg).

Das Modell (25) fiir die Temperaturianderung besitzt die folgenden Ei-
genschaften:

1. Im Fall Ty > Ty ist T eine streng monoton fallende, nach unten durch
Tr beschrankte Funktion.
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2. Im Fall Ty < Tk ist T eine streng monoton wachsende, nach oben durch
Tr beschrankte Funktion.

3. Im Fall T() = TR ist T = TQ.

4. Im Fall Ty # Ty gilt tlim T(t) = Tg, wobei der Wert Tk nicht ange-
—00

nommen wird.

Alle genannten Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Gleichung

T(t) = (Ty — Tr)e ") + T
und der Tatsache, dass die Funktion e=?~%) streng monoton fallend ist.

Wiéhrend die Modelleigenschaften 1 bis 3 die Realitdt der Erfahrung ent-
sprechend abbilden, ist dies fiir Eigenschaft 4 zumindest zweifelhaft, da man
erwartet, dass ein Korper nach endlicher Zeit die Raumtemperatur angenom-
men hat.

Um das Modell (25) zu validieren und um mit diesem Prognosen machen
zu konnen, muss der Wert der Konstanten 6 bekannt sein. Diesen kann man
nur aus experimentellen Werten schéitzen, wobei man wie folgt vorgeht: In
einem Experiment misst man die Temperatur des in Rede stehenden Korpers
zu hinreichend vielen Zeitpunkten tg < f; <t < ... <t,. Da die zugehdrigen
Temperaturmessungen Ty, Ty, 715, ..., T, Messfehler enthalten, sind sie nur
Schatzungen der wahren Temperaturwerte des Korpers.

Die Modellgleichung (25) ldsst sich auch in folgender Form schreiben:

In(T'(t) — Tr) = —0(t — to) + In(To — Tr),

das heiit die Punkte (t — to,In(T'(t) — Tg)) € R? liegen auf einer Geraden
mit der Steigung —¢. Dann muss dies niherungsweise auch fiir die Messwer-
te (ty — to,In(Tx — Tp)) gelten. In Abbildung 9 links sind diese Werte fiir
Messdaten dargestellt, die der Webseite von Jim Wilson, University of Geor-
gia entnommen wurden. Sie stammen aus einem Experiment von Elizabeth
Gieseking, in dem die Abkiihlung von 800 ml Wasser in einem Glasbecher
gemessen wurde. Die Raumtemperatur betrug T = 23°C. Durch die Werte
(tx —to, In(T, —Tp)) wurde mittels linearer Regression (Methode der kleinsten
Quadrate) eine Ausgleichsgerade gelegt (Abbildung 9).
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Sie besitzt die Gleichung
y = —0.026259¢ + 4.25496,

womit 6 = 0.026259 min " eine Schétzung fiir den Parameter 6 ist. Verwendet
man diesen Schétzer und stellt die Messdaten den Werten der Gleichung
(25) gegeniiber, so ergibt sich das in Abbildung 9 rechts dargestellte Bild.
Das Wasser kiihlt also stérker ab, als das Modell vorhersagt. Im Licht der
Wairmelehre ist dieses Resultat zu erwarten, da ein warmer Kérper nicht nur
durch Kontakt seiner Oberfliche mit dem kélteren Medium der Umgebung
Wiirme verliert, sondern auch durch Strahlung (Stefan-Boltzmann-Gesetz).
Hinzu kommt, dass sich in Wasser Konvektionsstromungen ausbilden kénnen,
die den Wirmeverlust ebenfalls erhéhen. Diese Effekte werden durch das
simple Modell von Newton nicht beriicksichtigt. &

In(T(O-T,)
T (Grad Celsius)

Abbildung 9: Experimentelle Bestimmung von 6 im Abkiihlungsgesetz fiir
Wasser

BEISPIEL 2.23 (TEMPERATURSCHWANKUNGEN IM AQUARIUM): Ein so-
genanntes Kaltwasseraquarium besitzt keine eigene Heizung des Wassers, des-
sen Temperatur passt sich also der Temperatur des umgebenden Raums an.
Im Folgenden sollen die tageszeitabhéngigen Temperaturschwankungen des
Aquarienwassers im Lauf der Sommermonate modelliert werden. Es wird da-
bei die Annahme gemacht, dass sich die Temperatur Tk des Raums, in dem
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das Aquarium steht, periodisch mit einer Periode von 24 Stunden &ndert.
Basis der Modellierung ist das Newton’sche Abkiihlungsgesetz, wobei jetzt
aber eine zeitabhéngige Umgebungstemperatur T vorliegt. Die resultierende
Differentialgleichung

T = —0(T — Tg) = —0T + 0Tk

ist zwar linear, der Koeffizient 6Ty ist aber nicht konstant. Die Anwendung
von Satz 2.17 fithrt zu der Losung

t
T(t) — Toe—e(t—to) + e—@(t—to) /HTR(T)QG(T—tO) dr.

to

Die tageszeitlichen Temperaturschwankungen des Raums sollen mit Hilfe ei-
ner Sinus-Funktion beschrieben werden, was zwar sicher keine sehr realisti-
sche Annahme ist, aber fiir Demonstrationszwecke ausreicht. Es sei t,,., die
Uhrzeit, zu der Ty ein Maximum annimmt, Tg sei die Tagesdurchschnitt-
stemperatur und T4 sei die Amplitude der Temperaturschwankungen. Dann
gilt also:
Tr(t) = Tr+Tasin(Z(t — tmax) + 3)
= Tr+Ty sin({5(t — tmax) + 5)
= Trp+ Tasin(w(t — tmax) + ),

wobel w := 5 und p := 7; die Phasenverschiebung um p ist notwendig, um
das Temperaturmaximum in die zweite Tageshilfte zu verschieben.

Die Losung 7' kann nun konkreter bestimmt werden: Laut der Integral-
tabelle in [B-S] ist

ef(T7—tg)

J s (W(T = tinax) + p)e?T dr = G (05in(w(T — tiax) + 1)
—w cos(W(T — tmax) +D))-

Es folgt:

t t t
/TR(T)eg(T_tO) dr = /TRee(T_tO) dr + Ty / sin(w(7T — tmax) + p)ee(T_to) dr
to to

to

= TR’ —1)
+92T7Aw269(t—t0)(9 sin(w(t — tmax) +p) — wcos(w(t — tmax) + P))
_92-&—7Au.12(0 Siﬂ(w(tO - tmax) +p) —w COS(w(tO - tmax) +p))
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Insgesamt ergibt sich damit fiir die Losung:

T(t) — ToefG(tfto) +TR(1 _ efﬁ(tfto))
+9§If)2 (Osin(w(t — tmax) + 5) — wcos(w(t — tmax) + 5))
_egziﬁﬂe—e(t—to)w sin(w(to — tmax) + 5) — wcos(w(to — tmax) + 5)),

wobei sich die trigonometrischen Term weiter vereinfachen ldssen: Zunéchst
ist nach einem der Additionstheoreme

cos(w(t — tamax) + g) = — Sin(W(t — tuar))-,

es folgt also:

T(t) = Toe—a(t_to) + TR(l _ e_e(t_t()))
224 (0 8in(w(t — tmax) + ) + wsn(W(t — tmax)))

—eﬁ%e—f’(t—to)(esm(w(to — tmax) + 5) + wsin(w(to — tmax))),

Weiter gilt fiir Summen von Sinusfunktionen gleicher Frequenz die Bezie-

hung
Aj sin(wt + py) + Ay sin(wt + py) = Asin(wt + p3),

wobel

A= \/Af + AZ +2A, Ay cos(pa — p1)

und

tan(ps) = Ay sin(py) + Az sin(ps)
bs Ay cos(pr) + Az cos(pa)

Im vorliegenden Fall ergibt dies
Osin(w(t — tmax) + g) + wsin(w(t — tmax)) = V02 + w?sin(w(t — tmax) + arctan(g)).
Damit gilt fiir die Losung;:

T(t) —_ Toefe(tfto) +T7R(1 _ efe(tfto))
+ Jgfﬁ sin(w(t — tmax) + arctan(2))
:\/%e_e(t_to) sin(w(to — tmax) + arctan(2))
=: T(t) + Ts(t) + A(?).

Dieses Modell der tageszeitlichen Temperaturschwankungen des Wassers
im Kaltwasseraquarium fiihrt zu einem guten Verstdndnis zum Beispiel des
nach einem Wasserwechsel ablaufenden Temperaturanpassungsprozesses:
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Abbildung 10: Temperaturschwankungen im Kaltwasseraquarium

Man nimmt an zum Teitpunkt ¢, habe ein Wasserwechsel des Aquariums
stattgefunden, der die Wassertemperatur auf den Wert T gebracht hat. In
der Abbildung 10 ist der Graph der Losung T als dunkelblaue Kurve iiber
einen Zeitraum von 104 Stunden nach dem Wasserwechsel dargestellt. Dabei
werden folgende Werte verwendet:

Tr=25°C, Ty =9°K, tmax = 14: 00, t, = 16 : 00, T, = 13°C.

Die sich ergebenden tageszeitlichen Schwankungen der Raumtemperatur Ty
sind als griin gefarbte Kurve zu sehen.

Der Temperaturverlauf 7' nach dem Wasserwechsel setzt sich aus drei
Komponenten zusammen:

e Einem Erwarmungsprozess, der die initiale Wassertemperatur 7 geméfl
dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz an die mittlere Wassertempera-
tur Tx anpasst, wobei die Konstante 6 durch die Geometrie des Aqua-
riums, sowie durch die Tatsache, dass der Warmeiibergang zwischen
Wasser und Luft stattfindet, definiert ist. Dieser Erwarmungsprozess
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ist durch den Summanden
T(t) = Toe_e(t—to) +T_R(1 _ e—e(t—to))

gegeben und in Abbildung 10 als hellblaue, durchbrochene Linie dar-
gestellt.

Einer harmonischen Temperaturschwingung, die durch die Gleichung

o7 sin(w(t — tmax) + arctan(ﬁ))

V6% 4 w? w

gegeben ist. Man beachte, dass fiir die Amplitude dieser Schwingung

Ts(t) =

0

Nl

gilt, das heifit die tageszeitlichen Temperaturschwankungen des Raums
werden durch das Wasser gedampft. Weiter ist die Schwingung ge-
geniiber den Tagestemperaturschwankungen des Raums phasenverscho-
ben, und zwar umso stirker je grofler 6 ist. In Newtons Abkiihlungs-
gesetz steckt die Annahme, dass der Wéarmeiibergang im Wesentlichen
iiber die Koérperoberfliche erfolgt, grofieres 6 bedeutet also schnelleren
Wairmeiibergang bei gegebener Korpertemperatur. Da der >Korper<
im, vorliegenden Fall stets das Aquarium und das Medium stets Luft
ist, kann ein schnellerer Wérmeiibergang nur durch Vergroflerung der
Aquarienoberfliache erzeugt werden. Folglich ist die Phasenverschiebung
der Temperaturschwankungen bei gréfleren Aquarien grofler als bei klei-
nen. Entsprechend den Eigenschaften des Arcus Tangens bleibt die Pha-
senverschiebung stets unter dem Wert 7.

Dem Term A(t), der die zum Zeitpunkt ¢ noch vorliegende Abweichung
von derjenigen Temperaturdynamik beschreibt, die das Aquarium ohne
Wasserwechsel haben wiirde: Es gilt ndmlich fiir grofle Teitintervalle
t — tg, also zeitlich lange nach dem Wasserwechsel,

0T 4
VE T2
da diejenigen Terme, die einen Exponentialfaktor enthalten, dann sehr
klein sind. Dieser »eingeschwungene Zustand< Ty (t) der Tempera-
turdynamik ist in Abbildung 10 als Kurve in hellblauer Farbe darge-

stellt. Er wird ndherungsweise etwa 80 Stunden nach dem Wasserwech-
sel erreicht.

T(t) ~Tg + sin(w(t — tmax) + arctan(g)) =Ty + Ts(1),
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Man beachte, dass der >»eingeschwungene Zustand< nicht von den An-
fangsbedingungen ¢, und 7, abhéngt.

&

2.5 Modellierung von Wachstumsprozessen

In diesem Abschnitt werden einfache Modelle fiir Wachstumsprozesse be-
trachtet, wie zum Beispiel die zeitliche Verdnderung der folgenden Grofien:

e die Anzahl der Lebewesen einer bestimmten Art in einem bestimmten
Lebensraum,

e die Masse eines Tumors,
e der Energieverbrauch der Weltbevolkerung,
e das Liangenwachstum eines Baumes.

Fiir die Modellierung wird stets angenommen, dass die betrachtete Grofle
x differenzierbar von der Zeit ¢ abhingt. Im Fall von diskreten Gréflen wie
der Anzahl von Lebewesen erscheint dies unrealistisch. Das Umwandeln einer
diskreten Grofle in eine kontinuierliche ist jedoch ein Standardwerkzeug der
Mathematik, dessen Anwendung sich dadurch rechtfertigen lédsst, dass die so
ermittelten Zeitverlaufe von x die diskreten Werte anndhern — man spricht
in diesem Zusammenhang auch von Regression.

Fiir kleine Zeitanderungen At erscheinen folgende Annahmen realistisch:

e Der momentane Zuwachs x(t + At) — z(t) ist proportional zu At.

z(t+At)—x(t)

; ist proportional

e Die momentane Wachstumsgeschwindigkeit
zu z(t).

Es ergibt sich
z(t + At) — x(t) = a(t, z(t))z(t) At,

wobei man den Faktor a(t, z(t)) als momentane Wachstumsrate bezeichnet.
Man beachte die doppelte Abhéngigkeit der Wachstumsrate von der Zeit:

e Die Wachstumsrate kann explizit von der Zeit abhéngen. Zum Beispiel
ist das Paarungsverhalten vieler Tierarten an bestimmte Jahreszeiten
gekoppelt.
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e Die Wachstumsrate kann iiber die Grofle z implizit von der Zeit
abhéngen. Zum Beispiel benotigt eine grofie Population von Lebewesen
mehr Nahrung als eine kleine. In einem begrenzten Lebensraum kann
Wachstum also die Wachstumsrate verringern.

Da x als differenzierbar nach ¢ vorausgesetzt wird, folgt durch Grenziibergang
die allgemeine Wachstumsdifferentialgleichung

¥ =alt,x)z, (26)

wobei die Wachstumsrate a noch unspezifiziert bleibt.

Fiir das Folgende sei noch angemerkt, dass Zuwachs im mathematischen
Sinn auch negativ sein kann, dass also auch eine Verminderung der Grofle x
mit unter den Begriff >Wachstum« fllt.

EXPONENTIELLES WACHSTUM

Héngt die Wachstumsrate a(t,z) weder von der Zeit ¢ noch von z ab, so
ergibt sich die einfache Differentialgleichung

¥ =ar, «a€R, (27)
mit den Losungen
z(t) = zge®) |ty 20 € R. (28)

Ein solches Wachstumsgesetz liegt zum Beispiel dann vor, wenn das Wachs-
tum einer Population von Lebewesen die dafiir benotigten Ressourcen nur
gerinfiigig beeinflusst, weil diese Ressourcen im Ubermaf vorhanden sind,
und wenn keine anderen Faktoren die Vermehrung beeinflussen. In der Rea-
litat liegt diese Situation beim Wachstum von Bakterien in einem optimalen
Umfeld vor, zum Beispiel bei der Ziichtung von Bakterien auf einem Nahrbo-
den (Abbildung 11, rechts): Bakterien sind Einzeller ohne Zellkern (Proka-
ryonten, Abbildung 11, links), die sich durch Zellteilung vermehren. Gelangt
zum Zeitpunkt ¢y eine kleine Bakterienmenge z( in ein wachstumsférderndes
Umfeld, so passen diese Bakterien zunéchst ihren Stoffwechsel an die vorlie-
genden Bedingungen an, wobei kein wesentliches Populationswachstum ein-
tritt. Danach stellt sich eine Phase exponentiellen Wachstums ein, die solange
anhélt, wie die vorhandenen Nahrungsressourcen dies zulassen. Beispielsweise
wéchst das Tuberkulosebakterium Myobacterium tuberculosis etwa mit einer
Wachstumsrate von
a=0.05h""
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Bringt man also eine Bakterienpopulation von zy = 10 auf einen N&hrboden,
so sind 24 Stunden nach dem Beginn der Wachstumsphase zum Zeitpunkt
to = 0 etwa

(24) = 10e* 0% ~ 33

Bakterien vorhanden.

Die Zeitspanne t4, die eine Population der Grofle 27 := x(¢1) bendtigt um
sich zu verdoppeln, nennt man die Verdopplungs- oder Generationszeit. Man
kann sie aus der Gleichung

z(ty + tq) = 2, = woertta)

bestimmen. Es ergibt sich

e

die Generationszeit ist also nicht von x(t;) abhingig. Im Fall von Tuberku-
losebakterien ergibt sich t; ~ 13.86 h.

Abbildung 11: Bakterien auf einem Nédhrboden

HYPERBOLISCHES WACHSTUM

Die Individuen einer Population sind méglicherweise in der Lage ihre Umwelt
wachstumsférdernd umzugestalten. In diesem Fall kommt es zu einer positi-
ven Riickkopplung zwischen der Populationsgréfie und der Wachstumsrate,
weil mehr Individuen die Umwelt stérker positiv beeinflussen kénnen. Ein
simples Modell fiir diese Art von Wachstum wird durch die Differentialglei-
chung

7' = (yz)Bz = fyaz®, B,y €R’ (29)
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geliefert, in der die Konstante 3 die Wachstumsrate ohne Beriicksichtigung
der Umweltumgestaltung und vz die populationsabhéngige Verstarkung von
[ durch die Umweltumgestaltung beschreibt. Man beachte, dass in diesem
Modell stets positives Wachstum vorausgesetzt wird.

Die Wachstumsverstarkung multiplikativ zu modellieren ist nicht zwin-
gend, andere Kombinationen von 8 und ~x sind denkbar. Bezieht man sich
auf das allgemeine Wachstumsmodell (26), so gilt

a(t,z) = pyx.

Die Differentialgleichung (29) zeigt unmittelbar, dass fiir eine Losung x
an jeder Stelle ¢ mit x(t) # 0 die Ungleichung 2/(¢) > 0 gilt. Losungen x # 0
— die Nullfunktion ist eine Losung — sind also streng monoton wachsend. Sie
lassen sich mit dem Verfahren 2.8 ermitteln: Wegen der Nullstelle der rechten
Seite bei x = 0 miissen dabei die Intervalle (—oo, 0) und (0, co) unterschieden
werden. In beiden Féllen gilt:

£
1 1 1 1
w0 = [ Gttt = gkt o= g

Im ersten Fall ist der Definitionsbereich der Losung

Iy = t1((=00,0)) = (

und im zweiten Fall

Auf diesen Intervallen ist die Losung jeweils durch die Abbildungsvorschrift

1

wlt) = = = Byt —to)

(30)
gegeben. Diese besitzt an der Stelle t, := m + to einen Pol und es gilt

lim 24 (t) =

t—ts

—oo falls g < 0,
oo falls g > 0.
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Abbildung 12: Hyperbolisches Wachstum bei § =1.2,v=0.2,t5 =0, 29 =1

Interpretiert man x tatséchlich als Individuenzahl einer Population, so ist
nur der Fall zg > 0 relevant. In diesem Fall ist x streng monoton wachsend
und besitzt nach endlicher Zeit(!) eine sogenannte Singularitit, ndmlich die
Polstelle. Wéahrend exponentielles Wachstum in einer Umwelt mit endlichen
Ressourcen zu einer katastrophalen Entwicklung fiihrt, ist dies fiir hyper-
bolisches Wachstum sogar in einer Umwelt mit unendlichen Ressourcen der
Fall.

In Abbildung 12 ist fiir den Fall § = 1.2 und v = 0.2 die Loésung x
des AWP z(0) = 1 in blauer Farbe dargestellt; die Singularitiat liegt bei
ts = % ~ 4.16. Zum Vergleich ist in roter Farbe auch ein exponentielles
Wachstum mit dem Wachstumfaktor Sy und x(0) = 1 dargestellt. Die Kurve
in orange zeigt eine Losung mit zy < 0.

Es wird von verschiedenen Forschern angenommen, dass die menschliche
Population der Erde zumindest zeitweise hyperbolisch gewachsen ist. Dies
kann man gegebenenfalls dadurch erkliaren, dass der Mensch seine Lebensbe-
dingungen aktiv zum Besseren umzugestalten versucht. Beispiele fiir solche
gestaltenden Mafinahmen sind das Leben in Behausungen statt im Freien, die
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Einfiihrung der Landwirtschaft anstelle des Daseins als Jéger und Sammler
und die Entwicklung der Medizin. Die Abbildung 13 ist dem Artikel [Nie]
entnommen, in dem der Autor Nielsen die These vertritt, dass das Wachs-
tum der Menschheit in der Vergangenheit zwei hyperbolischen Phasen mit
unterschiedlichen Wachstumsfaktoren gefolgt ist, zwischen denen etwa im
Zeitraum 500 v. Chr. bis 500 n. Chr. ein Ubergang stattfand.

10.000 4
k # Population Data
BC Hyperbolic Trend (10,000 - 500 BC)
——— AD Hyperbolic Trend (AD 500-2015)
------- BC/AD Transition
O  Industrial Revolution
1.000 A

0.100 +

Populatio[Billion]

0.010 A

0 . 00 1 T T T T T T
-10,000 -8,000 -6,000 -4,000 -2,000 0 2,000

Year

Abbildung 13: Hyperbolisches Wachstum der Menschheit nach R. W. Nielsen
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SAISONALES WACHSTUM

Das Wachstum von Populationen wie auch von einzelnen Lebewesen unter-
liegt h&ufig periodischen Schwankungen. Griinde hierfiir sind beispielsweise:

e jahreszeitliche Schwankungen der Temperaturen des Lebensraums,

e periodische Anderungen im Nahrungsangebot, die ebenfalls durch Jah-
reszeiten, im Fall mariner Lebenformen aber auch durch wechselnde
Meerestromungen verursacht sein kénnen,

e saisonales Paarungsverhalten.

Fiir eine Population von Lebewesen in einem ressourcenreichen Lebensraum,
konnte man eine saisonal schwankende Wachstumsrate etwa wie folgt model-
lieren:

7' = (By + Brsin(wt))x, o, fr,w € R7Y, (31)

Hierbei sind w die Frequenz und p; die Amplitude der Schwankungen des
Wachstumsfaktors; Sy ist sein durchschnittlicher Wert. Hierbei sind zwei Félle
zu unterscheiden: Kann die Population aufgrund der saisonalen Gegebenehei-
ten sogar schrumpfen, zum Beispiel infolge von jahreszeitlich bedingter Nah-
rungsknappheit, so ist Sy < (1. Falls ein solches Schrumpfen nicht moglich
ist, ist notwendig [y > ;. In jedem Fall handelt es sich um eine homogene
lineare Differentialgleichung. Satz 2.17 liefert die Losungen:

ﬁotf% cos(wt) __ SL’O(Z*% cos(wt) €B0t. (32>

x(t) = zpe
Den prinzipiellen Verlauf eines solchen Wachstums zeigen die blau gefirbten
Kurven in der Abbildung 14, wobei die durchgezogene Linie den Fall 3y < 1
und die durchbrochene Linie den Fall gy > ; wiedergibt. Zum Vergleich ist
in oranger Farbe auch die Wachstumskurve x(t) = zoe™®! eingezeichnet.

BERTALANFFY-WACHSTUM

In der Realitét ablaufende Wachstumsprozesse finden in einer Umgebung mit
beschréankten Ressourcen statt. Da eine wachsende Population immer mehr
dieser Ressourcen benotigt, muss in einem realistischen Wachstumsmodell die
Wachstumsrate mit zunehmender Population schliellich kleiner oder sogar
negativ werden. Man bedenke dabei, dass der Begriff >Ressource< hier sehr
allgemein zu verstehen ist. Er schliefft alle Groflen ein, die den betrachteten
Wachstumsprozess erméglichen.
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Abbildung 14: Saisonales Wachstum in ressourcenreicher Umwelt

Eine einfache Idee zur Modellierung des Wachstums von Populationen un-
ter Ressourcenbeschriankung besteht in der Annahme, dass der dann notwen-
digerweise beschrinkte Lebensraum eine Population der maximalen Grofie
xy, > 0 dauerhaft >tragen< kann. Dieser Idee folgend wird die Wachstums-
rate der Population umso kleiner werden, je ndher die Populationsgréfie der
Maximal- oder Grenzpopulationsgrofie xy kommt. Geht man dabei von ei-
ner linearen Kopplung zwischen Wachstumsrate und Annédherung an die
Grenzpopulationsgrofle xp aus, so ergibt sich die von dem Biologen und
Systemtheoretiker Ludwig von Bertalanffy (1901 — 1972) eingefiihrte lineare
Differentialgleichung

¥ =Bz — x) (33)

mit einer Konstanten 8 > 0. Von der Form her dhnelt die Differentialglei-

63



chung dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz und nach Korollar 2.19 sind ihre
Losungen

z(t) = e’ 4gp (1 — Pty = g — (2, — 20)e’t0D, (34)

Die Losungen x sind im hier interessierenden Fall xy < z folglich streng
monoton wachsend und besitzen die Asymptotik

tlirilox(t) =xy.

Weiter besitzt jede solche Losung genau eine Nullstelle, ndmlich

1 Ty,
"=ty — =1 .
’ g n(xL — Zo
Im Intervall (¢*,00) losen die Funktionen z also die Differentialgleichung
/ Ty
= B(ZE 1)z
v’ =p0(— -1

Vergleicht man diese Differentialgleichung mit dem allgemeinen Wachstums-
modell (26), so erhélt man

und damit auch eine Interpretation von 3 als die Wachstumsrate der Popu-
lation bei der Populationsgrofie %x . Firz < %x 1, wachst die Population mit
einer Rate grofer als 8, wahrend das Wachstum fiir = > %x 1, mit einer Rate
kleiner als 3 erfolgt.

Der Verlauf eines Bertalanffy-Wachstums ist in der Grafik 15 als Kurve
in blauer Farbe dargestellt; es wurden die Werte ty = 0, xg = 1, 2, = 10
und S = 0.1 verwendet. Die Horizontale in dunklem Orange markiert die
Grenzpopulationsgrofe.

In der Biologie wird basierend auf den Ideen von Bertalanffy [Ber| die Dif-
ferentialgleichung (33) unter anderem genutzt, um das Wachstum einzelner
Organismen zu beschreiben. Hierbei kann man den Organismus als Popula-
tion seiner Zellen ansehen, die sich beim Wachsen vermehren. Die Wachs-
tumsgrenze x; und die Wachstumsrate [ werden dann einerseits durch die
Genetik vorgegeben, aber auch durch das Umfeld, in dem der Organismus
wéchst. Natiirlich kann man in der Praxis nicht die Anzahl der Zellen eines
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Abbildung 15: Bertalanffy-Wachstum

Organismus ermitteln. Als Ersatz wird man daher eine mit der Zellenzahl kor-
relierte Grofle wie das Gewicht oder die Korperldnge verwenden. Es entsteht
dann das Problem der Bestimmung der Parameter x; und § fiir Organismen
einer bestimmten Art. Dieses soll an einem konkreten Beispiel diskutiert wer-
den: Es soll ein Bertalanffy-Modell fiir das Langenwachstum einer bestimm-
ten Fischart, namlich des Steinbutts (Scophthalmus maximus, Abbildung 16,
links) erstellt werden. In einer realistischen Situation wiirde man hierzu Da-
ten zur Lénge vieler Steinbutte verschiedenster Alter t; < t5 < ... < t,
erheben und fiir jedes erhobene Alter ¢ eine mittlere Lénge x; berechnen.
Mittels der Daten (ty, zx), k € {1,...,n}, lassen sich dann Schétzungen der
Parameter z; und 3 ermitteln. Im Folgenden sollen nur die Daten eines Stein-
butts genutzt werden; das prinzipielle Vorgehen &ndert sich dadurch nicht.
Die Daten sind in Abbildung 16 rechts grafisch dargestellt: Gezeigt ist das
Alter des untersuchten Steinbutts in Jahren und seine Linge in Zentimetern.
Die Angaben wurden dem Artikel [Men] entnommen.

Zur Ermittlung von § und -y, wird das Verfahren von Ford-Walford [Walf]
verwendet: Nimmt man an, die Datenerhebungszeitpunkte ¢, besitzen alle
den gleichen, im Verhéltnis zur Lebenszeit des Organismus nicht zu grofien
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Abbildung 16: Der Steinbutt und sein Léngenwachstum

Zeitabstand At, so gilt aufgrund der Bertalanffy-Differentialgleichung néhe-
rungsweise:

Tyl — T, T(trr1) — z(tr)
ﬁ(:ﬂL — ZU(tk))At
—ﬁAtl’k + B.'I?LAt.

Man erhélt also die ndherungsweise lineare Relation

QR

Ty ~ (1 = BAY)xy + S At = may + ¢

aus deren Koeffizienten m und ¢ man dann die gesuchten Parameter gewinnen

kann:
1—-m c

= At TET I
Ermittelt man die Koeffizienten m und ¢ mittels der Methode der kleinsten
Quadrate (siehe Abbildung 17, links), so ergibt sich

m = 0.72, ¢ = 14.61

und damit
B =028cm™t, x; =52.35cm.

Lost man das AWP

7' =0.28cm (52.35cm — x), x(t) = 4,
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Abbildung 17: Bertalanffy-Modell des Steinbuttwachstums

die Anfangsbedingung ist also durch den ersten Datenpunkt (¢1,x;) gege-
ben, so ergibt sich die in Abbildung 17, rechts dargestellte Wachstumskurve.
Der Verlauf der Kurve folgt zwar prinzipiell dem Verlauf der Daten, die-
se werden aber systematisch unterschétzt, sodass eine genaue Analyse der
Parameterschéitzung angezeigt ist: die geschitzte Grenzlange xj scheint zu
klein; dasselbe gilt fiir die Wachstumsrate 3, da die Kriimmung der Wachs-
tumskurve im mittleren Altersbereich nicht stimmt.

Fische wachsen in jahreszeitlich variierender Geschwindigkeit. Daher wur-
de von I. F. Somer [Som] das folgende saisonal angepasste Bertalanffy-Modell
fiir das Fischwachstum vorgeschlagen:

o' = Bt)(xy —x), B(t) =B+ Basin(2r(t — tw) + 3;) (35)

Hierbei ist:
e z; > 0 die Maximallédnge der betrachteten Fischart,
e (> 0 die durchschnittliche Wachstumsrate,
e 34 € [0,3] die Amplitude der jiahrlichen Wachstumsratenvariation,

e ty der sogenannte Winterpunkt mit minimaler Wachstumsrate.

Die Zeit t muss in diesem Modell in Jahren angegeben werden.
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Abbildung 18: Ostseedorsch

Das Somer-Modell ist eine lineare Differentialgleichung mit den Koeffizi-
enten a(t) = —f5(t) und b(t) = xB(t). Satz 2.17 liefert fiir die Anfangswerte
x(tp) = 0, das heifit der betrachtete Fisch wird zum Zeitpunkt ¢ »geboren<:

= xre t)/ﬁ A(T

Alt) = —j@mm

= —ft B+ Basin(2m(T — tyw) + 37”)) dr
= (B(t —to) + 54 (cos(2m(to — tw) + 37r) — cos(2m(t — tw) + 3?”)))

Wegen A’ = —f ergibt sich
t
/ B(r)eA) dr = =AW _ g=Alto) _ =AM _ 1

und damit
z(t) = zpe (e — 1) =z, (1 — 20).
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Die Abbildung 19 zeigt die Wachstumskurve eines Dorsches (Abbildung 18)
zu den Parametern t5 = 0, x;, = 95 cm, 8 = 0.16 = 4 und ty = 11—2 (etwa

entsprechend dem 30. Januar eines Jahres).
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Abbildung 19: Saisonal angepasstes Bertalanffy-Modell des Dorschwachstums

LogisTiISCHES WACHSTUM

Im Bertalanffy-Wachstumsmodell wird der Effekt beschrinkter Ressourcen
durch den Faktor x; — 2 modelliert. Der Mathematiker Verhulst ® hat diesen
Effekt etwas anders modelliert: Wie Bertalanffy geht er von einer durch die
Ressourcenbeschréinktheit gegebenen Grenzpopulation z; > 0 aus, model-

liert die Wachstumsratenfunktion aber als
a(t,z) = ag(l — —),
rr
wobei oy > 0 als Wachstumsrate, die bei unbeschréinkten Ressourcen auftre-
ten wiirde, interpretiert werden kann. Es ergibt sich die so genannte logisti-
sche Differentialgleichung

' = ap(l — i)x = T — @I2, o,y > 0; (36)
Ty, XL

SPierre Francois Verhulst, belgischer Mathematiker, 1804 — 1849

69



sie ist nicht linear. Um Ahnlichkeiten mit dem Bertalanffy-Wachstum her-
vorzuheben, wird sie manchmal auch in der Form

¥ =—(rp— ) (37)

geschrieben.

Aufgrund der Problemstellung wird man zunéchst nur nach Losungen
x : I — R suchen, die keine Nullstellen besitzen. In diesem Fall kann man die
Differentialgleichung durch x, hier sogar durch x2, teilen ohne das Losungs-
verhalten in Bezug auf solche Losungen zu dndern. Es ergibt sich

QT/ 1 ’ 1 (7))
ol .
Setzt man y := —%, so ergibt sich die lineare Differentialgleichung
«
Y = —agy — — (38)
xr

mit konstanten Koeffizienten.
Jede nullstellenfreie Losung von (36) liefert also eine nullstellenfreie Losung

von (38).

Ist umgekehrt y eine nullstellenfreie Losung von (38), so rechnet man
direkt nach, dass z := —é eine Losung der logistischen Differentialgleichung
ist.

Die Losungen von (38) (alle!) lassen sich nach Satz 2.17 bestimmen:

y(t) = oo~ ) (1 — el (39)
TL
Sie sind jeweils durch die Vorgabe y(tg) = yo eindeutig bestimmt.

Im vorliegenden Kontext interessiert man sich ausschlieflich fiir die Losung
von AWPs x(to) = 19 < x1, ¥9 > 0. Diese Vorgabe korrespondiert zu
Yo = —i < —x . Die Formel (39) zeigt, dass die zugehorigen Losungen
nullstellenfre1 sind. Folglich ergeben sich alle Losungen zu den genannten

AWPs der logistischen Differentialgleichung zu

= 1
J:( ) L p—ao(t—to) + L(l _ e*ao(t*to))'

(40)

Eine Analyse der logistischen Differentialgleichung und der Lésungen (40)
enthiillt folgende Details — man beachte, dass es manchmal angenehmer ist
mit der Differentialgleichung anstelle der Formel fiir die Losungen zu arbei-
ten:
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e Der Nenner in (40) ist stets ein gewichtetes Mittel der Zahlen % und
I—lo, folglich gilt fiir die Werte einer logistischen Wachstumsfunktion
z([to, 00)) C [wo, z1].

e Asymptotik: lim z(¢) =z, und lim z(¢) = 0.

t—o00 t——o0

e Logistische Wachstumsfunktionen sind streng monoton wachsend: Die

Differentialgleichung (37) zeigt, dass fiir z(t) < x, stets 2/(t) > 0 gilt.

e Logistische Wachstumsfunktionen besitzen genau einen Wendepunkt
mit dem Funktionswert z(t,,) = % und der Tangentensteigung 2'(t,,) =
20l Fiir die zweite Ableitung ergibt sich aus der logistischen Differen-

tialgleichung
L I _ /
rto= or — 2 23;:75
— _ Qo _ 90
= (aor — $22%) (a0 — 2501).

Neben den im vorliegenden Fall ausgeschlossenen Nullstellen z = 0 und
x = x, besitzt die rechte Seite die Nullstelle
Xy
r=—.

2

Die Abbildung 20 zeigt die Losung des AWP z(0) = 1 der logistischen Diffe-
rentialgleichung fiir die Parameterwerte x;, = 10 und ag = 2 (durchbrochene
Linie), @ = 1 (durchgezogene Linie) und o = 0.5 (punktierte Linie) mit ihren
jeweiligen Wendepunkten.

Hefepilze (Saccharomyces, siche Abbildung 21, links) werden bei der Her-
stellung von Bier und Wein verwendet. Sie fermentieren Stéirke (im Fall von
Bier) oder Zucker (im Fall von Wein) in Alkohol, wobei Kohlendioxid ent-
steht. Thr Wachstum wéhrend des Garungsprozesses folgt ndherungsweise
einer logistischen Wachstumskurve, weil einerseits der Starke- bzw. Zuckerge-
halt wihrend der Garung abnimmt (Ressourcenbegrenzung) und andererseits
der entstehende Alkohol das Hefewachstum sogar hemmt.

Die Abbildung 21, rechts zeigt experimentell ermittelte Wachstumsverlaufe
von Bierhefepilzen (punktierte Linien) in einem fliissigen Nahrstoffmedium zu
sieben unterschiedlichen Startpopulationen zy zum Zeitpunkt ¢y = 0 (Beginn
der experimentellen Messung) im Vergleich mit Losungen eines Wachstums-
modells (durchgezogene Linien) der Form

¥ =(a—b(x —x))x
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Abbildung 20: Logistische Wachstumskurven

mit gewissen Konstanten a,b € R. Die Konstanten wurden mit der Metho-
de der kleinsten Quadrate aus den vorliegenden Messungen geschétzt. Die
Abbildung stammt aus dem Artikel [Tho].

CRAMS OF YEAST PER LITRE - ¥
o

-

Cacnato cvivtd
mengene CXPCRIMEINTAL CUPVIS

[+] 1 2 3
TIME IN DAYS -t

Abbildung 21: Modellierung des Wachstums von Hefepilzen
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2.6 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Bislang wurden Methoden zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
diskutiert, mit deren Hilfe man explizite Formeln fiir die Losungen angeben
kann. Man spricht in diesem Fall auch von »analytischer Losbarkeit< der
betrachteten Differentialgleichung. Viele in der Anwendung vorkommenden
gewOhnlichen Differentialgleichungen lassen sich allerdings nicht analytisch
l6sen. In diesem Fall muss ein numerisches Verfahren zur néherungsweisen
Losung eingesetzt werden. Es ist jedoch auch dann wichtig zu wissen, ob
Losungen durch Anfangswerte eindeutig bestimmt sind: Es liegt in der Na-
tur numerischer Verfahren, dass sie auf diese Frage keine definitive Antwort
liefern kénnen. Und natiirlich ist es aus wissenschaftlicher Sicht interessant zu
wissen welche Differentialgleichungen Losungen besitzen und unter welchen
Voraussetzungen diese eindeutig bestimmt sind.

Die Ausfiithrungen in diesem Abschnitt sind durch die folgende Beobach-
tung motiviert: Man betrachte das AWP

= f(t,x), x(to) = xo, (41)

mit stetiger rechter Seite f : D — R. Da mit Hilfe von Differentialgleichungen
héaufig zeitliche Entwicklungen ab einem Zeitpunkt ¢, beschrieben werden,
wird im Folgenden angenommen, dass der Definitionsbereich D die einfache
>Streifenform«

D = [to,to—i—a] x R

besitzt. Es sei x : [to, to+a] — R eine Losung des AWP, dann ist z stetig dif-
ferenzierbar und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

gilt
t

/:E’(T) dr = z(t) — x(to),

woraus sich die Gleichung

t

£(t) = w0 + / f(r,x(r)) dr (42)

to

ergibt.
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Ist andererseits x : [to, to+a] — R eine stetige Funktion, die die Gleichung
(42) erfiillt, so 16st  nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung das angegebene AWP.

Diese Tatsachen lassen sich durch Abstraktion elegant umformulieren:
Man betrachte die Abbildung

T : C([to,to + a],R) — C([to, to + a],R),x — x¢ + /f(T,x(T)) dr. (43)

Dann gilt: x ist eine Losung von (41) genau dann, wenn 7T'(z) = z gilt.
Die Suche nach Losungen des AWP ist also dasselbe wie die Suche nach
Fixpunkten der Abbildung 7', und hierzu kann der Banach’sche Fixpunktsatz
benutzt werden.

RUCKBLICK AUF METRISCHE RAUME

Die folgenden Sachverhalte wurden in der Vorlesung »>Mathematische Struk-
turen< behandelt.

(1) Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) bestehend aus einer nicht
leeren Menge X und einer Abbildung d : X x X — RZ° genannt
Metrik, die folgende Eigenschaften besitzt:

—Ve,ye X d(z,y) =0z =y,
—Ve,ye X d(z,y) =d(y,x),
—Vr,y,z€ X d(z,2) <d(x,y)+d(y, 2).

(2) Eine Folge (z)ken in einem metrischen Raum (X, d) heifit konvergent,
falls es ein x € X mit der Eigenschaft

Ve e R7°3In e NVk >n  d(zp,z) <€

gibt. Das dann eindeutig bestimmte Element z nennt man den Grenz-
wert oder Limes der Folge (z)ren-

Eine Folge (z)ren in einem metrischen Raum (X, d) heiBt Cauchyfolge,
falls gilt:
Ve c R7"In e NVE, £ >n d(zp, 1) <€

gibt.
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(6)

(7)
(8)

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Ein metrischer Raum (X, d), in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heif3t

vollstindig.

Die durch do(f, g) := max(|f(t)—g(t)| : t € [a,b]) definierte Abbildung
dso : C([a, b], R) x C([a,b], R) — R=?

ist eine Metrik, die sogenannte Mazimumsmetrik.

Eine konvergente Folge (fx)ren in (C([a,b],R),dw) bezeichnet man
auch als gleichmafig konvergente Funktionenfolge. Diese Wortwahl wird
dadurch motiviert, dass gleichméflige Konvergenz der Folge ( fx)ren ge-
nau dann vorliegt, wenn eine Funktion f € C([a,b],R) existiert, fiir
die

Ve > 03k e NVt € [a,b] |fu(t) — f(t)] <€
gilt.

Eine Folge (fx)ren von Funktionen fg : [a,b] — R heiit punktweise
konvergent, falls fiir jedes t € [a,b] die Folge (fi(t))ren reeller Zah-
len konvergiert. Der punktweise Grenzwert einer solchen Folge ist die
Funktion

fila,b] > R, t— ]}erolofk(t)

Eine gleichméBig konvergente Funktionenfolge (fx)ren ist auch punkt-
weise konvergent. Der Grenzwert klim fr in (C([a,b],R),ds) stimmt
—00

mit dem punktweisen Grenzwert {iberein.
Der metrische Raum (C([a, b}, R), dw) ist vollstandig.

Eine Abbildung ® : X — Y zwischen zwei metrischen Réumen (X, dx)
und (Y, dy) heiit dehnungsbeschrinkt, falls es eine Zahl L > 0 mit der
Eigenschaft

Ve,y e X dy (®(x), P(y)) < Ldx(x,y)

gibt. Man nennt L eine Dehnungsschranke von ®.

Eine (Selbst-)Abbildung ® : X — X des metrischen Raums (X, d)
heiflt kontrahierend, falls es eine Zahl C' € [0, 1) mit der Eigenschaft

Ve,y € X d(®(x),P(y)) < Cd(z,y)
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gibt. Insbesondere ist & dehnungsbeschrankt.

(9) FIXPUNKTSATZ VON BANACH®: Es sei (X,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und ® : X — X eine kontrahierende Abbildung. Dann
konvergiert die Folge (®*(xo))ren fiir jedes g € X gegen denselben
Grenzwert x* und dieser Grenzwert ist der einzige Fizpunkt der Abbil-
dung ®.

Ist C € [0,1) eine Dehnungsschranke von ®, so gilt die Fehlerabschditzung

Okz
A(@¥(x0), 3) < T

d(®(xo), zo).

Wie bereits ausgefithrt kann man die Existenz von Losungen des AWP (41)
zuriickfiihren auf die Existenz von Fixpunkten der Abbildung (43). Um hierzu
den Satz von Banach einsetzen zu kénnen, muss 7' kontrahierend sein. Die
im Folgenden definierte Eigenschaft von Funktionen wird dies sicherstellen:

DEFINITION 2.24: Die auf der Menge D C R? definierte Funktion
f:D—=R, (t,z)— f(t,z)

besitzt die Lipschitz-Eigenschaft’ beziiglich x, falls es eine Zahl L > 0 mit
der Eigenschaft

V(t,21), (t,22) € D |f(t,21) — f(t,22)| < Llzy — 2

gibt. Jede Zahl L mit dieser Eigenschaft nennt man Lipschitz-Schranke fiir
f beziiglich x.

Ist D = I'xJ, soist die Lipschitz-Eigenschaft von f beziiglich x dquivalent
zur Dehnungsbeschrankheit der Funktionen f(¢,-) : J — R, ¢ € I, mit einer
gemeinsamen Dehnungsschranke L.

Die Menge der Funktionen mit Lipschitz-Eigenschaft beziiglich x ist >grofi<:

FESTSTELLUNG 2.25: Es sei I C R und J ein Intervall. Die Funktion
fIxJ =R, (t,x)— f(t,x) sei partiell nach x differenzierbar und fir ein
L >0 gelte

of

ER
6Stefan Banach, 1892 — 1945, polnischer Mathematiker
"Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, 1832 — 1903, russischer Mathematiker

V(t,x) e I xJ (t,x)] < L.
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Dann besitzt f die Lipschitz- Figenschaft beziiglich x mit der Lipschitz- Konstante
L.

Insbesondere gilt: Ist I xJ kompakt und % stetig, so besitzt f die Lipschitz-
FEigenschaft.

BEWEIS: Es seien t € I und x1, x5 € J. Nach dem Mittelwertsatz ange-
wandt auf die Funktion f(¢,-) gibt es ein £ € (21, z5) mit der Eigenschaft

[t 1) = f(t,x2) _ Of
0

T — 2o = _$<t7€)

Ubergang zum Betrag und Multiplikation mit dem Nenner liefert

of

|f(tz1) — f(t, 22)| = \%

(t, )] |x1 — @o| < L|zy — 24

Die zweite Behauptung in der Feststellung ergibt sich aus dem Satz vom
Maximum angewandt auf die Funktion |g—£|. O

Nun hat man alle Zutaten fiir die Formulierung und den Beweis eines
zentralen Resultats {iber gewohnliche Differentialgleichungen beieinander:

SATZ 2.26 (E. Picard®, E. Lindel6f®): Die Funktion
filto,to+a xR =R, (t,z) — f(t,x), to€R,a>0,

sei stetig und besitze die Lipschitz-Eigenschaft beziiglich der Variablen x.
Dann besitzt das AWP

= f(t,x), x(to) = xo
genau eine Losung. Diese ist im gesamten Intervall [ty to + a] definiert.

BEWEIS: Es wird eine Beweisskizze gegeben, in der einige technische De-
tails ausgelassen sind.

(1) Die Abbildung (43)

T : C([to. to + a], R) — C([to, to + a], R)

8Charles Emile Picard, 1856 — 1941, franzosischer Mathematiker
9Ernst Leonard Lindelsf, 1870 — 1946, finnischer Mathematiker
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ist dehnungsbeschrankt mit der Dehnungsschranke aL: Fiir alle 1, xo €
C([to, to + a],R) und alle t € [to, tp + a] gilt

T(21)(8) = T(x2) (1) = \tftf(ﬂ 21(7)) dr — ftf(ﬂ 5(7)) dr|

to

IN

j F(rar(r) — f(r2a(r))] dr

jL|$1<T> — xo(7)| dT

< L(t — to)doo($1, .’13‘2),

IN

doo(T(21), T (22)) < aLdoo(x1, 22), (44)

folgt.

(2) Falls alL < 1, ist die Aussage des Satzes richtig.

Denn: Ist al. > 1, so ist T eine kontrahierende Selbstabbildung des
vollstéandigen metrischen Raums (C([to, to + a], R).dw) und besitzt da-
mit nach dem Banach’schen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt .
Wie bereits gezeigt wurde korrespondieren die Fixpunkte von 7' mit
den Losungen des betrachteten AWP.

(3) Man wéhle t; <ty < ... < t,, < tmt1 ;= 1to+a € [to,to ~|—a], t1 > 1o,
so, dass fiir k € {0,...,m} die Ungleichung L(t;+1 — tx) < 1 gilt.

(4) Nach Punkt (2) sind fiir & € {0, ..., m} und jeweils beliebiges xo € R
die AWPs
v = f(t,l‘), I<tk) = Tk, 0

im Intervall [tg, ;1] eindeutig losbar.
(5) Es seien
— 21 [to, t1] — R die Losung des AWP 2/ = f(t,z), z(ty) = xo,
— xg: [t1,t2] = R die Losung des AWP 2/ = f(t,x), z(t1) = x1(t1),
— x3: [ta, t3] — R die Losung des AWP 2’ = f(t, ), x(t2) = z2(ta),
— usw.

— Ty ¢ [ty tms1] — R die Losung des AWP 2/ = f(t,x), x(t,) =
T (i)
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Dann bildet die »zusammengestiickelte< Funktion

Jfl(t) falls ¢ € [to, tl]

To(t) fallst € [tq,t
x:[to,to+a] > R, t— 2(f) , 1,2

Ty (t)  falls t € [t ]
eine Losung des AWP 2’ = f(t, z), z(to) = zo.
(6) Die Losung ist eindeutig, da eine beliebige Losung auf den Intervallen
[tk, tk+1] mit den Losungen zj iibereinstimmen muss.

O

BEISPIEL 2.27 (PICARD-LINDELOF-ITERATION): Die im Beweis des Sat-
zes 2.26 verwendete Methode die Losung eines AWP mittels des Banach’schen
Fixpunktsatzes zu ermitteln, wird in diesem Beispiel konkret demonstriert.

Man betrachte das lineare AWP

¥ =cx+t, 2(0) =1,
wobei ¢ € (—1,1) gelte. Die rechte Seite f(t,x) = cx + ¢ ist auf R? definiert
und es gilt |f(t,x21) — f(t,22)| = |c¢||z1 — z2|. Folglich liegt die Lipschitz-
Eigenschaft auf jedem Streifen [ty, a] x R vor, wobei die Lipschitz-Konstante
kleiner 1, die Abbildung

t
T(x) =xo+ /CI(T) +7dr
to

also fiir alle ¢y, g € R kontrahierend ist.
Wir beginnen die Fixpunktiteration mit z;(¢) = 1. Es folgt

¢
1
xQ:T(xl):1+/c+rd7':1+ct+§t2.
0

Hieraus ergibt sich
t
3 ="T(xy) = 14 [c(l+er+ %TZ) +7dr
0

t

= 1+ [c+ (P4 D)1+ 37 dr
0

= 1+ct+5(+ 1)+ cit’.
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Wir berechnen noch
t
zy=T(x3) = 1+ fc(l + e+ (A + DT+ i) + T dr

= 1+fc+ G+ 1)1+ 5e(P + )72 + A8 dr
= 1+ ct + 3(2 + D2 + ge(® + 1)7° + 527
Fiir £ > 4 ergibt sich die Vermutung:

k-1

1 2 1 i 1k2k
e =1+ct+o(c +1t+22' (¢ + Dt + 52t

Wie beweisen diese durch vollstdndige Induktion nach k& mit dem bereits
gezeigten Induktionsanfang bei k£ = 4. Der Induktionsschritt ergibt sich wie
folgt:

Tpy1 = T(xg) = c(1+ct+3(c?+1)t% + Z F2 (A 4 D)t 4 k2R + 1 dr

t
1+
0
= 1+ [c+ (E+ D)7+ 5e(® + )72 +Z AN+ )+ H Ik dr
0 13

0171(62 + 1)ti+1 + (kil)!ckfltkﬂrl

= ldct+ 5+ )2+ sl + i3 + Z )]
=3

k . )
= l4ct+ 3P+ 12+ > L 2(E+ D)t + ﬁck_ltk“'l,
i=3
wie behauptet.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konvergiert die Folge (zy)ren gleichméafBig
gegen eine Losung x des AWP, folglich muss

1 1
Vi>0 x(t) = hm 1—{—ct+2(c +1) t2+z —.c (¢ _H)tl_l_(kju 1>!ck_1tk+1

gelten. Tatséchlich ist

1 1 t?
1; k=lgk+l _ F)k-1 _
koo (b + 1)1° i e

woraus sich
x(t) = 1+ct+3(c? +1)t2+z Lei=2(c2 4 1)#

= l+ct+i(A+1)2+ C“Z cit!
=3
- 1+ct+%(02+1)t2+cc—'§1(ec —l—ct—%czt2)
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als Losung ergibt. Diese Losung hiatte man auch durch Anwendung des Satzes
2.17 gewinnen konnen.

In Abbildung 22 sind die ersten vier Folgenglieder (rot, blau, orange, griin)
und der Grenzwert (schwarz) der gerade betrachteten Iteration graphisch
dargestellt. &

[} 05 1 15 2 2.5 3 35 4 45

Abbildung 22: x1, x5, 3, x4 und Grenzwert aus Beispiel 2.27

Die Anforderungen an den Definitionsbereich im Satz 2.26 sind kiinstlich
und unhandlich. Es gibt daher verschiedene weitere Varianten dieses Satzes.
Zunéchst gilt:

FESTSTELLUNG 2.28: Der Satz 2.26 gilt sinngemdfS auch fiir Funktionen
filto—a,to) x R—=R, (t,z) — f(t,z), to€R,a>0.
BEWEIS: Durch die Spiegelungsabbildung
S [to,to +a] x R = [tg — a,to] X R, (t,2) — (2tg — t,z) =: (s, )

fiihrt man das AWP
37, = f(tax)a $(t0) = Ty
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in das AWP
y'=—f(s,9), y(to) = o
iiber und wendet den Satz 2.26 auf dieses an. Die erhaltenen Losungen kénnen

dann via der Umkehrabbildung S~! von S in Losungen des urspriinglichen
AWP zuriicktransformiert werden. O

Die Funktion f auf der rechten Seite einer Differentialgleichung kann einen
unregelmiBig geformten Wertebereich D C R? besitzen. In dieser Situation
kann man unter Umstédnden die folgende >Rechteck-Variante< des Satzes
2.26 einsetzen:

SATZ 2.29 (E. Picard, E. Lindeldf): Die Funktion f: D — R, D C R?,
sei stetig und besitze auf dem Rechteck

R = [tg,to + a] X [zg — b, 2o +b] C D, a,b >0,

die Lipschitz-Eigenschaft beziiglich x mit der Lipschitz-Konstante L.
Dann besitzt das AWP o' = f(t,x), x(to) = xo genau eine in R verlau-
fende Lésung und diese ist mindestens in dem Intervall

b
[to, to + min(a, M)], M := max(|f(t,z)| : (t,x) € R)
definiert.
FEine entsprechende Aussage gilt fir links von (to, zo) liegende Rechtecke.

BEWEIS: Man definiert eine Fortsetzung der Funktion f von dem Recht-
eck R auf den Streifen [to, tg + a] x R durch die Setzung

~ f(t,xo+0) falls z > xo+0,
ft,x) = f(t,x) falls z € [xg — b, xo + b],
Flt,zo—b) falls 2 < 2o — b,

Die Funktion f ist stetig und besitzt die Lipschitz-Eigenschaft beziiglich x
mit der Lipschitz-Konstante L. Nach Satz 2.26 besitzt das AWP

¥ = f(t,x), z(ty) = xo

daher eine eindeutige Losung x : [to, tg + a] — R. Fiir alle ¢ € [to, ty + a] mit
der Eigenschaft (¢, z(t)) € R gilt

2" (0)] = [f(t,z(8)] < M.
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Folglich verlauft der Graph der Losung x in R zwischen den beiden Halbge-
raden

hl(t) = Z‘o‘i‘M(t—to), hg(t) = I’Q—M<t—t0), tZt()

Diese Halbgeraden schneiden den Rand von R in den Punkten (¢, hq(t1))
und (tz, hg(tg)), wobel hl (tl) =Xy + b und h2<t2) = T — b gllt Es fOlgt

b
tl - M + to = t2.
Also gilt (t,z(t)) € R fiir alle t € [to, & + o). O

Um die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines
AWP 2’ = f(t,x), x(ty) = o bei einer stetigen Funktion f : D — R mit
einem Definitionsbereich von komplexerer Struktur zu beantworten, verfolgt
man die in Abbildung 23 dargestellte Idee des Verklebens von lokalen Losun-
gen. Dabei stellen sich zwei moglicherweise miteinander zusammenhéngende
Fragen:

e Endet das Verfahren des Zusammenklebens lokaler Losungen in dem
Sinn, dass man eine Losung x : I — R erhélt, die sich nicht mehr auf
ein echt groferes Intervall J D I fortsetzen lasst?

Man beachte dabei, dass moglicherweise abzéahlbar unendlich viele lo-
kale Losungen miteinander verklebt werden, mit der Konsequenz, dass
I nicht abgeschlossen ist.

e Erreicht eine durch Verkleben konstruierte Losung x den Rand von D,
falls dieser existiert?

Man beachte, dass D in jede Richtung unbeschrankt sein kann, in wel-
chem Fall ein Rand nicht existiert.

Die erste Frage wird im Folgenden diskutiert und beantwortet, die zweite
wird nicht behandelt.

DEFINITION 2.30: Die Funktion f: D — R, (t,z) — f(t,x), besitzt die
lokale Lipschitz-FEigenschaft beziiglich x, falls zu jedem Punkt (to,x¢) € D
eine offene Kugel B((xo,v0),7), 7 > 0, existiert, sodass f auf der Menge
B((xo,v0),7) N D die Lipschitz-Figenschaft beziiglich x besitzt. (Die jeweilige
Lipschitz-Schranke L(to, xo) kann von (tg, o) abhdingen.)

83



— ]

Y

Abbildung 23: Verklebung lokaler Losungen

Die lokale Lipschitz-Eigenschaft ist vergleichsweise schwach:

FESTSTELLUNG 2.31: Die Funktion f : D — R, (t,x) — f(t,x) mit dem
offenen Definitionsbereich D C R? besitze eine stetige partielle Ableitung
g—i : D — R, dann besitzt [ die lokale Lipschitz-Figenschaft beziiglich x.

BEWEIS: Zu jedem Punkt (t9,z9) € D gibt es eine offene Kugel
B((to,z0),7) € D. In B((to,x0),r) liegt ein Rechteck R := I x J, I, J ab-
geschlossene Intervalle, mit Mittelpunkt (¢o, zo). Da R kompakt ist, folgt die
Behauptung aus Feststellung 2.25. a

BEISPIEL 2.32: Die Funktion f: R x R*Y — R, (¢t,x) — t + \/z, besitzt
nicht die Lipschitz-Eigenschaft wohl aber die lokale Lipschitz-Eigenschaft
beziiglich x. Denn es gilt einerseits

. of L
:ICILI(I) a—x(t,a:) = ilir[l) N 00 (45)

fiir jedes t € R und andererseits
of 1
(¢ < -
20N < =
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in jeder offenen Kugel B((to,70),r7) C R x R>? mit der Eigenschaft xy >
r. Man beachte, dass man (t,xo) innerhalb des Definitionsbereichs von f
beliebig vorgeben kann.

Die Funktion g : R x R — R, (t,z) + t + /|z| dagegen besitzt die
lokale Lipschitz-Eigenschaft beziiglich = nicht: Die Punkte (o,0) sind hier
die Problemfille, wie die Gleichung (45) zeigt. <&

DEFINITION 2.33: Die Lésung x : I — R des AWP 2/ = f(t,z),
x(to) = xo, heifst nicht fortsetzbar, falls es keine Losung = : J — R gibt,
die die Eigenschaften J D I und T|; = = besitzt.

SATZ 2.34 (E. Picard, E. Lindelof): Die Funktion f: D — R sei stetig,
besitze einen offenen Definitionsbereich D C R? und die lokale Lipschitz-
Figenschaft beziiglich x. Dann besitzt jedes AWP «' = f(t,z), x(tg) = w0,
eine nicht fortsetzbare Léosung x : JJ — R. Sie ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Es sei L die Menge aller Losungen = : I, — R des in Rede
stehenden AWP. Diese Menge ist nach Satz 2.29 nicht leer.
Fir zq,29 € L gilt tg € I,, N I,, =: I und I ist ein Intervall. Die Menge

G:={tel: xz(t)=uz2(t)}

enthélt den Punkt ¢, und ist wegen der Stetigkeit der x; abgeschlossen in I.
Ist G # I, so gibt es daher entweder ein ¢; € G mit der Eigenschaft

(—00,t)) NG =0 A (=00, t)) NI #D
oder ein ¢, € G mit der Eigenschaft
(tr,00) NG =0 A (t,,00) NI # 0.

Im ersten Fall sind x;|; und xs|; Losungen des AWP 2’ = f(t,z), x(t;) =
x1(t)) = xo(t;). Nach Satz 2.29 besitzt dieses AWP aber in einem links von
t; liegenden Rechteck eine eindeutige Losung, im Widerspruch zur Annahme
iiber ;. Analog kann man fiir #, schlieBen und damit ingesamt zeigen, dass
z1 und x5 auf I iibereinstimmen.

Die Menge
J = U I,

zeLl
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ist ein Intervall und die Funktion
r:J =R, t|—>ZL‘](t),

wobei x; : [ — R irgendeine Losung xz; € L mit ¢ € [ ist, ist eine Losung des
AWP.

Die Losung x ist nach Konstruktion nicht fortsetzbar.

Sie ist auch eindeutig bestimmt: Ist ndmlich y : K — R eine nicht fort-
setzbare Losung des AWP, so stimmen z und y auf J N K nach dem bereits
Bewiesenen iiberein, womit

| z(t) fallst e J,
z: JUK — R, t'_>{ y(t) fallste K,

eine Losung des AWP also eine Fortsetzung von x ist. Es folgt K C J. Damit
ist aber z eine Fortsetzung von y, also J = K und damit = = y. a

Das Vorliegen der lokalen Lipschitz-Bedingung ist fiir die Eindeutigkeit
von Losungen eines AWP notwendig wie das Beispiel 2.10 zusammen mit
dem Beispiel 2.32 zeigt. Die Existenz von Losungen ist aber auch ohne diese
gesichert:

SATZ 2.35 (G. Peano): Die Funktion f : D — R sei stetig und be-
sitze einen offenen Definitionsbereich D C RZ%. Dann besitzt jedes AWP
' = f(t,z), x(ty) = xo, mindestens eine Lisung x : I — R.
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3 Lineare Differentialgleichungen

Bereits im Abschnitt 1.1 taucht unter den dort diskutierten einfithrenden
Beispielen eine Differentialgleichung zweiter Ordnung auf, ndmlich die Diffe-
rentialgleichung

mh(t) + ph'(t) —mg =0

fiir den freien Fall unter Beriicksichtigung der Luftreibung. Die Losung wur-
de durch systematisches Raten bestimmt. Im folgenden Abschnitt der Vor-
lesung wird fiir Differentialgleichungen, in denen wie im obigen Beispiel nur
Linearkombinationen von Ableitungen der gesuchten Losung auftreten, eine
systematische Losungstheorie entwickelt.

3.1 Grundlegendes

Im vorliegenden Abschnitt werden Differentialgleichungen und AWP des fol-
genden Typs studiert:

DEFINITION 3.1: Eine lineare Differentialgleichung der Ordnung n € N
st eine Differentialgleichung der Form

a,2™ + ap 12"V + L a4 agr = b, (46)

wobei a; - I — R und b : I — R auf dem Intervall I definierte Funktionen
sind und a, # 0 gilt.

Sind alle a; konstant, so spricht man von einer linearen Differentialglei-
chung (der Ordnung n) mit konstanten Koeffizienten. Ist b = 0, so nennt
man die Differentialgleichung homogen, sonst inhomogen.

Fine Losung der Differentialgleichung (46) ist eine n-mal differenzierbare
Funktion x : J — R, J C I, mit der Figenschaft

VteJ an(t)x™ () 4 ano ()" (@) + . 4 ar (D)2 () + ao(t)z(t) = b(t).

Ein Anfangswertproblem fir die Differentialgleichung (46) ist eine Vor-
gabe
x(ty) = mo, o' (to) = 2, ..., 2" ty) = x(()nfl)

fiir ein ty € I.
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BEMERKUNGEN:

1. Beschrankt man die Untersuchung der Differentialgleichung jeweils auf
Intervalle, in denen a,, keine Nullstellen besitzt, so kann man eine li-
neare Differentialgleichung der Ordnung n durch Division in die Form

2™ 4 b, 2 4+ b + b = ¢,

bringen.

Wir beschrinken uns im Weiteren auf die Betrachtung dieses Falls, das
heif$t im Folgenden sei stets a, = 1.

2. Sind die Funktionen a; und b stetig, so ist jede Losung n mal stetig
differenzierbar. Denn es gilt

2™ =b— (a2 Y + .+ a2 + agx),

wobei die rechte Seite eine stetige Funktion ist.

Sind die Funktionen a; und b k mal (stetig) differenzierbar, so ist jede
Losung n + k mal (stetig) differenzierbar.

Man beweist dies durch Induktion nach k: Im Fall £ = 1 ist die rechte
Seite der obigen Gleichung nach den Ableitungsregeln einmal (stetig)
differenzierbar. Nimmt man an die a; und b sind k£ 4+ 1 mal (stetig)
differenzierbar, so ist nach Induktionsannahme (™ k mal (stetig) dif-
ferenzierbar, womit alle Funktionen auf der rechten Seite k£ + 1 mal
(stetig) differenzierbar sind.

Sind die Funktionen a; und b unendlich oft differenzierbar, so ist je-
de Losung unendlich oft differenzierbar. Insbesondere gilt dies im Fall
konstanter Koeffizienten und unendlich oft differenzierbarem b.

Wie im Fall linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung lohnt es sich lineare
Differentialgleichungen hoherer Ordnung aus dem Blickwinkel der linearen
Algebra zu betrachten. Wie sich herausstellen wird, ist der Nutzen in diesem
Fall sogar viel hoher als im Fall 1. Ordnung: Es liege also eine Differentialglei-
chung (46) mit stetigen Koeffizientenfunktionen und stetiger rechter Seite vor
und J C [ sei ein beliebiges Intervall mit mehr als einem Punkt, um triviale
Fille auszuschlieBen. Dann ist die Abbildung

L:C"(J,R) = C(J,R), > anz™ + ap_12™ Y + ...+ a12’ + apz (47)
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eine lineare Abbildung, wie man unter Benutzung der Ableitungsregeln leicht

nachrechnet; hierbei ist C"(J,R) der reelle Vektorraum der n-mal stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen. Die Differentialgleichung lasst sich dann wieder
als Abbildungsgleichung

L(z)=b

interpretieren und wie im Fall linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung
kommt man dann zu folgendem Ergebnis hinsichtlich der Struktur der Losungs-
menge:

FESTSTELLUNG 3.2: Fir die Lisungen einer Differentialgleichung (46)

qilt:

e Homogener Fall (b =0): Sind z1 : J — R und x5 : J — R Lésungen,

so ist fir beliebige Zahlen A1, Ao € R auch Az + Aoxo ein Lisung.
Mit anderen Worten: Die Menge IL(J) der auf einem Intervall J C I
definierten Losungen ist ein Untervektorraum von C(J,R).

Inhomogener Fall: Ist xs : J — R eine beliebige Lisung von (46) und
ist Lo(J) die Menge aller auf J definierten Losungen der zugehdrigen
homogenen Differentialgleichung

2™ 4 a, 12"V 4+ 4 @’ + agr =0,

S0 18t

L(J) =T+ LO(J)
die Menge aller auf J definierten Lisungen von (46).

Entsprechend obiger Feststellung werden wir im Folgenden in vier Schrit-
ten vorgehen:

1.

4.

Bestimmung der Losungsmenge einer homogenen linearen DGL n-ter
Ordnung.

Untersuchung von AWPs homogener linearer DGL n-ter Ordnung.

Bestimmung einer speziellen Losung einer inhomogenen linearen DGL
n-ter Ordnung.

Untersuchung von AWPs inhomogener linearer DGL n-ter Ordnung.

Die Untersuchung wird dabei aus Zeitgriinden auf den Fall konstanter Koef-
fizientenfunktionen a; beschrankt bleiben.
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3.2 Homogene DGLen mit konstanten Koeffizienten I

In diesem Abschnitt werden die Losungen von Differentialgleichungen der
Form
2™ 4 ap 12V 4+ a2’ +agr =0 (48)

mit Koeffizienten ag,...,a,_1 € R diskutiert. Wir wissen bereits, dass die
Losungen auf einem vorgegebenen Intervall I dann unendlich oft differen-
zierbar sind. Wir kénnen im Weiteren also stets im Vektorraum C*(/,R)
der unendlich oft differenzierbaren Funktionen z : I — R arbeiten. Wie das
Intervall I gewéhlt werden kann, ist zunéchst nicht klar.

GRUNDLEGENDE BEOBACHTUNG: Homogene lineare Differentialgleichungen
1 . Ordnung lassen sich durch Exponentialfunktionen 16sen. Wir versuchen
unser Gliick daher auch im vorliegenden Fall mit einer Funktion

z=e NeR.
Einsetzen in (48) liefert:

0 = NeMta, N leM 4.+ g e + e
= A"+ ap A" agh + ag)eM.

Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen besitzt, folgt
AN 4y N N Fag =0,
das heifit A ist eine reelle Nullstelle des Polynoms
p=X"+a, 1 X" +.. . +a; X + ao, (49)

das man aus den Koeffizienten der Differentialgleichung gewinnt. Die obige
Rechnung lasst sich umkehren und man erkennt dann: Ist A € R eine reelle
Nullstelle des Polynoms (49), so ist # = e tatsiichlich eine Losung der
Differentialgleichung (48). Dies fiithrt unmittelbar zu der Erkenntnis: Sind
Aty -, A € R die reellen Nullstellen des Polynoms (49), so gilt

ReM? 4 ...+ ReMt C IL().
Es dréangen sich dann die folgenden Fragen auf:

e Welche Rolle spielt die Vielfachheit einer Nullstelle A von (49)7
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e Welche Rolle spielen komplexe Nullstellen von (49)?

BEISPIEL 3.3: Fiir a, 5 € R, a # 3, betrachten wir die homogene Diffe-
rentialgleichung
" —(a+ B +afr=0

Das zugehorige Polynom (49) ist
X2~ (a+ )X +af = (X —a)(X — ).

Folglich liegen geméfl der grundlegenden Beobachtung alle Funktionen der
Gestalt
r = e 4 ueﬁt

im Losungsraum L(R).
Es sei nun = € L(R) irgendeine Losung. Dann gilt fir die Funktion

/
T =T —ax

die Gleichung
vy =1"— a1’ = 2’ — afxr = ;.
Es folgt z; = pe®* mit p € R.
Analog zeigt man, dass fiir die Funktion

Ty =1 — fx

die Gleichung zy = Ae®* gilt.
Nun gilt aber auch die Gleichung

womit

bewiesen wurde, das heift es gilt
L(R) = Re™ 4 Re?.

Man beachte, dass diese Aussage fiir « = [ falsch ist: So besitzt etwa die
homogene Differentialgleichung z” — 22’ + x = 0 als zugehoriges Polynom
X? —2X +1 = (X —1)? und tatsichlich ist z; = ¢ eine Losung. Es ist aber
auch die Funktion zy = te! eine Losung. O
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Um die oben aufgeworfenen Fragen zu beantworten und schliellich zu ei-
ner vollstandigen Beschreibung des Losungsraums L(/) zu kommen, ist es
niitzlich das Ableiten von Funktionen als lineare Abbildung

9 : C®(I,R) — C®(I,R), © + «' (50)

zu betrachten; man bezeichnet 0 auch als Differentialoperator.

RECHNEN MIT DEM DIFFERENTIALOPERATOR

Wie bereits im Abschnitt 2.3 beschrieben, kann man mit linearen Abbil-
dungen, die denselben Definitions- und Wertebereich besitzen, punktweise
rechnen: man kann die punktweise Summe zweier solcher Abbildungen bil-
den, sowie punktweise mit einer reellen Zahl multiplizieren. In beiden Féallen
erhélt man wiederum eine lineare Abbildung. Weiter ist die Verkettung li-
nearer Abbildungen ebenfalls linear. In der vorliegenden Situation kann man
die gerade genannten Sachverhalte folgendermaflen zusammenfassen:

SATZ 3.4: Es sei V' ein reeller Vektorraum; im vorliegenden Fall ist
V = C*®(I,R). Dann bildet die Menge End (V') der linearen Selbstabbildun-
gen

T:V >V

einen reellen Vektorraum, wenn man die Addition zweier linearer Abbildun-
gen Ty, Ty und die skalare Multiplikation einer linearen Abbildung T mat
einer Zahl A € R punktweise definiert:

(Ty + 1) () :=Ti(z) + To(x), (A-T)(x):= X -T(x).

Als weitere Rechenoperation tragt End (C*(1,K)) die Verkettung linearer Ab-
bildungen:

(Th o Ty)(z) := T1(Tx(x)).

Die drei vorhandenen Rechenoperationen sind durch die Gleichungen

(Tl + TQ) (] T = (Tl O T) (TQ )
To(lh1+Ty) = (ToTl) (T oTy),
()\ . Tl) O T2 = ( 2)
()\ . Tl) o TQ = (T1 e} Tg)

Y

maiteinander verwoben.
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ZuM BEWEIS: Dieser besteht aus einem routineméfligen Nachrechnen
der Vektorraumaxiome und der weiteren im Satz behaupteten Gleichungen.
Beispielhaft soll eine solche Rechnung im Fall der Beziehung

(T'+Ty)oT =(T10T)+ (Ty0T)

durchgefiihrt werden. Es handelt sich um eine Gleichheit von Abbildungen,
die folglich punktweise gepriift werden kann:

(T +T2) o T)(x) = (T1 +15)(T(x))
= N(T(x)) + Tr(T(x))
= (lioT)(x) + (Th 0 T)(x)
= (TioT) + (T2 0 T))(x).
O

Es ist 0 € End (C*(/,R)) und man kann 0 mehrfach mit sich selbst

verketten:
OF:=000d0...00,
k mal

wodurch man gerade das k-malige Ableiten als lineare Abbildung erhélt. Mit
Hilfe der in Satz 3.4 definierten Rechenoperationen fiir lineare Abbildungen
lasst sich die lineare Abbildung L (47) und damit die Differentialgleichung
(48) in der Form

(0" 4+ ap 10" P+ .. 4 410 + apid)(x) = 0 (51)
schreiben. Man beachte, dass dabei die Definition
TV :=1d,

insbesondere 9° = id verwendet wird. Diese wurde in der Vorlesung >Mathe-
matische Strukturen< im Abschnitt iiber Potenzrechnen in Monoiden moti-
viert. Im vorliegenden Fall ist (End (V'), o) ein Monoid. Es leuchtet auch ein,
dass 0-maliges Ableiten einer Funktion die Funktion selbst liefern sollte.

Der Ausdruck 0" + a,_10" 1 + ...+ a0 + apid fiir die lineare Abbildung
L entsteht also, indem man den Differentialoperator 0 in das Polynom (49)
einsetzt, wie man das von den Polynomfunktionen

g R=R 2+ g(X) =0, X" +a,1 X" ...+ a1 X + ag

der Analysis gewohnt ist. Hierbei werden die in der Abbildungsvorschrift
auftretenden Rechenoperationen wie folgt interpretiert:
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e das Potenzieren als mehrfaches Verketten einer linearen Abbildung mit
sich selbst,

e das Multiplizieren mit einer reellen Zahl als punktweise Multiplikation
einer linearen Abbildung mit dieser Zahl,

e das Addieren als punktweise Addition linearer Abbildungen.

Es werden also genau die im Satz 3.4 beschriebenen Operationen fiir lineare
Abbildungen genutzt und man kann nun folgende, etwas gewchnungsbediirf-
tige Aussage formulieren:

Ist V' ein beliebiger reeller Vektorraum, so liefert jedes Polynom g(X) =
A X" + a1 X"+ + a1 X + ag mit reellen Koeffizienten a;, € R eine
Abbildung

g:End (V) = End(V), T g(T) = anT™ + an1T" ' + ...+ a1 T + apid. (52)

Besitzt eine durch ¢(X) = X" + a, 1 X" '+ ... + a1 X + ap gegebene
Polynomfunktion eine Nullstelle A\, so kann man das Polynom ¢ bekanntlich
wie folgt faktorisieren:

9(X) = 1 (X)(X = A);

mit einem Polynom ¢; = X" ' 4+ b, o X" 2+ ...+ b X +by vom Grad n — 1.
Wenn man skrupellos in diese Gleichung unter Benutzung der oben formu-
lierten Regeln den Differentialoperator einsetzt, ergibt sich die Gleichung:
O+ an 10" . a0+ agid = (0" 4 by 00" 2 4.+ b10+ bpid) 0 (O — Aid).
Die homogene Differentialgleichung

(0" 4 10" " 4 .. 4 @10 + apid)(x) = 0
nimmt also die Form

(0" 4+ bp20" 2 + ...+ b1 + byid) 0 (9 — Aid)) (z) = 0

an, an der man unmittelbar ablesen kann, dass alle Losungen der Differenti-
algleichung
(0 —Aid)(z) =0
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auch Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung sind. Die obige Glei-
chung besitzt aber die Losungen

r=ceM, c eR,

entsprechend der grundlegenden Beobachtung.
Die Rechtfertigung fiir das skrupellose Rechnen mit Polynomgleichungen
wird durch das folgende Resultat geliefert:

LEMMA 3.5: Es sei V' ein reeller Vektorraum und T € End (V). Weiter
sei g(X) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und g(X) = g1(X)g2(X) ein
Zerlegung von g(X) in zwei Faktoren. Dann gilt auch

9(T) = g1(T) 0 go(T).

Insbesondere sind die linearen Abbildungen q1(D) und qo(D) vertauschbar:

91(T) © g2(T) = g2(T) © g2 (T).

BEWEIS: Es gelte

9(X) =YX = (36X diX7) = 9i(X)g2(X).

Einsetzen von T auf der rechten Seite liefert:

m2 mi

(2 c;T%) o (i d;T7) = jz::()(;) T o (d;T7)

= % ST o (1)

= Z Z CZdJ(TZ @) T])
7j=01i=0

= > > adT™
§=0i=0
mi+mao

= > (X cd)T*
k=0  itj—=k
- Zkakv

k=0

wobei die verschiedenen in Satz 3.4 aufgelisteten Rechenregeln verwendet
wurden.
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Die zweite Behauptung wird dhnlich (einfach) bewiesen. O

Um einen Nutzen aus dem bislang Beobachteten zu ziehen, benétigen wir
zwei fundamentale Resultate iiber Polynome:

SATZ 3.6: Zwei Polynome p(X) und q(X) mit reellen oder komplezen
Koeffizienten besitzen genau dann keinen gemeinsamen Teiler von positivem
Grad, wenn es Polynome u(X) und v(X) mit reellen beziehungsweise kom-
plexen Koeffizienten gibt, fir die

u(X)p(X) +v(X)g(X) =1
gilt.

BEWEIS: <: Ein gemeinsamer Teiler d der Polynome p und ¢ ist offen-
sichtlich auch ein Teiler des Polynoms up + vq und damit von 1. Folglich ist
d konstant.

=>: Man betrachtet die Menge von Polynomen

A = {up + vq : u,v beliebige Polynome}.
Diese besitzt folgende leicht nachzurechnende Eigenschaften:
1. Fiir Polynome s,t € A gilt s+t € A.
2. Fiir jedes Polynom s und jedes Polynom t € A gilt st € A.
Es sei f € A\ 0 ein Polynom minimalen Grades in A. Dann gilt
A = {uf : u beliebige Polynome}.

Die Inklusion D ist hier wegen Eigenschaft 2 klar. Sei andererseits g € A.
Division mit Rest durch f liefert

g=aqf+r

mit einem Rest r, der entweder gleich 0 ist oder grad (r) < grad (f) erfiillt.
Im ersten Fall ist g € A, wie behauptet. Im zweiten Fall folgt r = g—g, f € A

aus Eigenschaft 1, ein Widerspruch zur Minimalitit des Grades von f.
Da p,q € A, ist also f ein gemeinsamer Teiler von beiden Polynomen.
Folglich besitzt f den Grad 0 und die Behauptung des Satzes ist bewiesen.
O
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SATZ 3.7 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes Polynom p(X) mit kom-
plexen Koeffizienten kann man in der Form
p(X) =[] (X - o)
k=1
mit paarweise verschiedenen oy, ...,a,. € C und Exponenten eq,...,e, € N
schreiben. Die Zahlen oy, und Exponenten ey, sind dabet bis auf die Rethenfolge
durch p(X) eindeutig bestimmt.

Der Beweis dieses Satzes ist nicht einfach und erfolgt entgegen seinem
Namen nicht mit algebraischen, sondern mit analytischen Methoden.

Der Fundamentalsatz hat auch Konsequenzen fiir die Faktorisierung von
Polynomen p(X) mit reellen Koeffizienten in Faktoren mit reellen Koeffizien-
ten: Ist ndmlich z = a+bi € C eine Nullstelle von p(X), so ist die konjugierte
Zahl Z = a — bi ebenfalls eine Nullstelle von p(X), wie man unter Nutzung
der Eigenschaften

Nt n=7A+%, LR =%

direkt nachpriift. Der Fundamentalsatz der Algebra besitzt also die >reel-
le< Konsequenz:

KOROLLAR 3.8: Jedes Polynom p(X) mit reellen Koeffizienten kann in

der Form
' S

p(X) = (X —an)™ [ [ au(X)"
k=1 =1

mit paarweise verschiedenen aq,...,a, € R, paarweise verschiedenen qua-

dratischen Polynomen ¢1(X),...qs(X) ohne reelle Nullstellen und Exponen-

ten e1,...,em, f1,..., fs € N geschrieben werden. Die Zahlen oy, Polynome

q¢(X) und Ezxponenten ey, f; sind dabei bis auf die Reihenfolge durch p(X)

eindeutig bestimmdt.

BEWEIS: Es geniigt festzustellen, dass fiir jede komplexe Zahl o € C\ R
das Polynom
(X —a)(X —a)=X*—(a+a)X +aa
reelle Koeffizienten besitzt. a

Mit den bislang gesammelten Erkenntnissen lassen sich viele homogene
lineare Differentialgleichungen bereits vollstéindig 16sen. Das Polynom (49)
spielt dabei wie erwartet eine zentrale Rolle, weswegen es eine besondere
Bezeichnung bekommt:
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DEFINITION 3.9: Das Polynom
p(X)=X"+a, 1 X"+ .. X +a

zu der Differentialgleichung (48) wird als charakteristisches Polynom der Dif-
ferentialgleichung bezeichnet.

DER FALL REELLER NULLSTELLEN

Es sei a € R eine reelle Nullstelle der Vielfachheit e € N des charakteristi-
schen Polynoms p(X) der Differentialgleichung (48). Dann kann man p(X)
als

p(X) = q¢(X)(X —a)°

faktorisieren, wobei ¢(X) und (X — )¢ keinen gemeinsamen Teiler besitzen.
Die Differentialgleichung

p(0)(x) =0
lasst sich also nach Lemma 3.5 in der Form

(4(9) o (9 — aid)*) () = 0

oder in der Form

((0 — aid)® 0 ¢(9)) (x) = 0

schreiben. Hieraus folgt: Ist x; : I — R eine Losung der Differentialgleichung
(0 —aid)®(x) =0

und ist x5 : I — R eine Losung der Differentialgleichung

q(9)(z) =0
so sind x; und x5 Losungen der Differentialgleichung
p(9)(x) =0,

und damit auch alle Linearkombinationen Aix; + Aoxa, A, Ay € R. Diese
Situation wird mit dem néchsten Resultat noch prézissiert:
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SATZ 3.10: Es sei p(X) = p1(X)p2(X) eine Zerlegung des charakteristi-
schen Polynoms p(X) der Differentialgleichung (48) in teilerfremde Polyno-
me. Dann ldsst sich jede Losung x : I — R von (48) in der Gestalt

T =221+ X9
schreiben, wobei x; : I — R eine Liésung der Differentialgleichung
pi(0)(x) = 0 ist.
Insbesondere gilt fiir die Losungsmenge 1L(I) von (48) die Gleichung
wobei L;(I) die Losungsmenge von p;(0)(x) = 0 ist.

BEwEIS: Nach Lemma 3.5 ldsst sich die Differentialgleichung
p(0)(x) = 0 in der Form

(p1(9) 0 p2(9)) (x) =0
schreiben. Fiir eine Losung x5 € Lo(7) folgt daher
p(9)(x2) = p1(9)(p2(9)(22)) = p1(9)(0) = 0,

womit Lo(f) C L([) gezeigt ist. Wegen der Vertauschbarkeit der linearen
Abbildungen p;(9) und py(0) ergibt sich die Inklusion L, (/) C L([) analog.
Aus der Linearitit der Differentialgleichung p(9)(z) = 0 folgt nun

L(1) 2 Li(1) + Lo(1).

Um zu zeigen, dass sich jede Losung = € (1) in der beschriebenen Weise als
Summe darstellen ldasst, benutzt man den Satz 3.6: Es existieren Polynome
u(X),v(X) mit der Eigenschaft

Pr(X)u(X) + pa(X)v(X) = 1.
Hieraus erhélt man durch Einsetzen
p1(0)u(9) + p2(0)v(9) =1id,

woraus

(P1(9) 0 u(9))(x) + (p2(9) 0 v(9)) () =: w2 + 21 =
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fiir jede beliebige Funktion z € C*(1,R) folgt. Fiir x € (/) folgt dann:

p2(0)(x2) = pa(9) (p1(9) o u(9)) (z)
= (p2(9) 0 p1(9) 0 u(9)) ()
(u(9) 0 p1(9) 0 p2(9)) ()
(u(9) © p(9)) (x)
= u(@)(p(9)(x))
= u(0)(0) =0.

Folglich ist zo € Lo(I). Analog zeigt man z; € Ly (/). O

Betrachtet man den Satz 3.10 in Kombination mit dem Korollar 3.8 zum
Fundamentalsatz der Algebra, so ist klar, dass wir uns als Néchstes mit der
Losung von Differentialgleichungen des Typs

(0—aid)%(x) =0

auseinandersetzen miissen. Hierbei ist das folgende Resultat von zentraler
Bedeutung:

FESTSTELLUNG 3.11: Der Differentialoperator 0 besitzt die folgenden Ei-
genschaften:

1.VmeNaecR (0+aid)™ =3 (})amrok.
k=0

2. Fiir m-mal differenzierbare Funktionen f,g: 1 — R gilt

o5 = > () no o)

k=0

BEWEIS: Zu 1.: Man beweist die Aussage durch vollstéindige Induktion

nach m; der Induktionsanfang bei m = 1 ist trivial.
Zum Induktionsschluss: Es gilt

@ +aid)y™! = (@+aid)o 3 (T)amkoh
k=0
= X (Pam o+t + 30 (Pam-tHior
]:ﬁ:—ﬁf)l k:Om
= 5 () os 4 8 (ankag
k=0

= (o B + (Ram kot 4 (aoms

= "
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Zu 2.: Diese Formel beweist man vollig analog zur ersten Formel, wobei

fiir den Induktionsschluss die Produktregel fiir das Differenzieren verwendet

wird. 0

SATZ 3.12: Es seien a € R und e € N. Dann ist jede Losung v : I — R
der Differentialgleichung

(0—aid)¥(x) =0

auf R fortsetzbar und fir die Losungsmenge L(R) gilt:
e—1
1. L(R) = {3 \ptFet : N\, € R}.
k=0

2. Die Funktionen te®*, k=0,..., e —1, sind linear unabhingiq iiber R.

BEWwWEIS: Zu 1.: Nach Punkt 1 von Feststellung 3.11 gilt

(0—aid)® = > (5)0% o (—aid)=*

Also folgt fiir ein beliebiges x € C*°(I,R) nach Punkt 2 von Feststellung
3.11: .
e~ —aid)4(z) = >

Da die Exponentialfunktion e~®* keine Nullstellen besitzt, folgt
L(I) = {z € C>°(I,R) : 9°(e “x) = 0}.

Die Losungen der Differentialgleichung 0°(y) = 0 sind andererseits genau die
Polynomfunktionen ¢ : R — C vom Grad kleiner als e. Hieraus folgt die
erste Behauptung in Punkt 1, sowie die Behauptung zur Fortsetzbarkeit von

Losungen.
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Zu 2.: Um die lineare Unabhingigkeit der Funktionen t*e®* zu zeigen sei

also
e—1
Z )\ktkeat = 0.
k=0
Es folgt
e—1
> nth =0,
k=0

da e keine Nullstellen besitzt. Hieraus ergibt sich Ay = 0 fiir alle k, da ein
Polynom endlich viele Nullstellen besitzt. a

Wir sind nun in der Lage ein wichtiges Teilresultat iiber das Losungsver-
halten von linearen Differentialgleichungen héherer Ordnung zu formulieren:

SATZ 3.13: Fiir das charakteristische Polynom p(X) der homogenen Dif-
ferentialgleichung (48) gelte

r

p(X) = [[(X — ar)*q(X)

k=1

mit paarweise verschiedenen oy, ..., a,. € R und einem Polynom q(X) ohne
reelle Nullstellen. Dann besitzt jede Losung x : I — R die Gestalt

r=x14 Y pr(t)e™,
k=1

wobei py ein Polynom vom Grad héchstens gleich e, — 1 und x1 eine Lisung
der Differentialgleichung q(0)(x) = 0 ist.
Ist ¢ =1, so sind die Polynome py durch x eindeutig bestimmit.

BEWEIS: Man wende die Satze 3.10 und 3.12 iteriert auf die Differenti-
algleichungen

(H((? — oyid )% o q(@)) (x)=0,¢=r,...,1,

k=1
an. Dies ist moglich, weil die Polynome

(-1

H(X — Oék)ekq(X) und (X — Ozg)eé

k=1
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teilerfremd sind. Die Eindeutigkeit der Polynome p; folgt aus Punkt 2 von
Satz 3.12. O

BEISPIEL 3.14: Die Differentialgleichung
@) — ' =0
besitzt das charakteristische Polynom
pX) =X’ - X=X(X?-1)=X(X+1)(X—1).
Hieraus ergibt sich unter Verwendung der Notation des Satzes 3.13: a; = 0,
as = —1 und a3 = 1, wobei e; = e; = e3 = 1 gilt. Die Losungen der
Differentialgleichung sind also
z(t) = M + Ae T+ Xoel, N €R.
Die Differentialgleichung
23 452" + 32" — 9z =0
besitzt das charakteristische Polynom
p(X)=X?+5X?+3X -9=(X+3)*(X -1).

Hieraus ergibt sich a; = —3 und as = 1, wobei e; = 2 und ey = 1 gilt. Die
Losungen sind also

z(t) = Ae " 4+ Aate ™ + Azel = (A + Aat)e ™ + Azef, N € R.
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3.3 Komplexwertige Losungsfunktionen

Wir wenden uns nun dem Fall zu, in dem p(X) keine reellen Nullstellen
besitzt. In diesem Fall ist es niitzlich mit komplexwertigen Funktionen

f:I—-C

einer reellen Variablen zu arbeiten; fiir den Definitionsbereich von f gilt
also nach wie vor I C R. Die Strategie ein Problem aus dem Bereich der
reellen Zahlen zu behandeln, indem man es zunéchst in die komplexen Zahlen
verallgemeinert, tritt an vielen Stellen in der Mathematik in Erscheinung.

Mathematik auf der Basis
komplexer Zahlen

Lésung des
Verallgemeinerung verallgemeinerten
des Problems Problems

? :
Problem e Ldsung

Mathematik auf der Basis
reeller Zahlen

Abbildung 24: >Komplexifizierung<

KOMPLEXWERTIGE FUNKTIONEN EINER REELLEN VARIABLEN

Zunéchst sei daran erinnert, dass man jede komplexe Zahl z € C in eindeu-
tiger Weise in Real- und Imaginérteil zerlegen kann:

Z=2x1 + 1Ty, T1,T9 € ]R,i2 = —1.

Die Zahl z; nennt man den auch als Re (z) geschriebenen Realteil, die Zahl
x9 den mit Im (2) bezeichneten Imaginérteil von z. Daher kann man iiber die
bijektive Abbildung

1:C = R? z=ux +iry = = (11, 13),
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komplexe Zahlen als Punkte in der Ebene auffassen. Bei dieser Aufassung
bleibt sogar der Abstand zwischen komplexen Zahlen erhalten: Dieser ist wie
im reellen iiber eine Betragsfunktion definiert, ndmlich

|21 + ixe| = /2% + 2.

Offensichtlich ist der Betrag |z| einer komplexen Zahl nichts anderes als der
euklidische Abstand ||(z1,x2)|| des Punktes ¢(z) vom Ursprung.
Jeder komplexwertigen Funktion einer reellen Variablen

f:I—-C, ICR,
lésst sich eine Real- und eine Imaginérteilfunktion zuordnen, ndmlich:
Re(f): I =R, t— Re(f(t))

und
Im(f): I —=R, t—Im(f(2)).

Diese beiden Funktionen legen f eindeutig fest, denn es gilt

f(t) = Re (f(t)) +ilm (f(t)) = Re (f)(¢) + ilm (f)(2).

Benutzt man die Auffassung von komplexen Zahlen als Punkte der euklidi-
schen Ebene, so kann man also jede komplexwertige Funktion f: I — C als
Funktion ¢ : I — R? auffassen, nimlich durch

(co f)(t) = (Re(f)(t), Im (f)(t))".

Diese Betrachtungsweise erméglicht es Begriffe aus der Analysis-Vorlesung
wie etwa Konvergenz, Grenzwert, Stetigkeit, Differenzierbarkeit direkt auf C
beziehungsweise auf komplexwertige Funktionen f : I — C zu iibertragen.

Zunéchst kann man sich eine geometrische Vorstellung einer Funktion
f : I — C machen, indem man die Bildmenge f(I) betrachtet. Im Falle
>schoner< zum Beispiel stetig differenzierbarer Funktionen ist diese Menge
eine ebene Kurve.

BEispiEL 3.15: Die Funktion
f:[l,00) = C, t+— In(t) cos(t) + i In(t) sin(¢)

besitzt als Bildmenge f([1,00)) die in Abbildung 25 dargestellte so genannte
>logarithmische Spirale<.
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Abbildung 25: Logarithmische Spirale
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Bemerkung: Auch wenn das in der Grafik einen anderen Eindruck macht: Auf
der Spirale liegen Punkte in beliebigem positiven Abstand zum Ursprung. <&

Vollig analog zum Fall der Menge der reellwertigen Funktionen Fun (I, R)
und mit gleichem Beweis gilt:

FESTSTELLUNG 3.16: Die Menge Fun (I,C) der komplezwertigen Funk-
tionen f : I — C bildet zusammen mit der punktweisen Addition und der
punktweisen skalaren Multiplikation einen Vektorraum tber dem Korper C.

Die folgende Tatsache ist zwar unmittelbar einleuchtend aber niitzlich im
Zusammenhang mit dem vorliegenden Ziel Losungen von linearen Differenti-
algleichungen zu komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu
bestimmen:
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FESTSTELLUNG 3.17: Die Inklusion R C C liefert eine Inklusion
Fun (I,R) C Fun(I,C). Weiter ist Fun (I,C) ein reeller Vektorraum und
Fun (I,R) ist ein Untervektorraum hiervon.

Nachdem die grundlegenden algebraischen Eigenschaften komplexwerti-
ger Funktionen beschrieben sind, wendet man sich ihrer Analysis zu. Hier ist
zundchst natiirlich der Stetigkeitsbegriff wichtig:

DEFINITION 3.18: Die Funktion f : I — C heifit stetig im Punkt ty € I,
falls fiir jede gegen ty konvergente Folge (tx)ren reeller Zahlen die komplexe
Folge (f(tr))ren der Funktionswerte gegen f(to) konvergiert:

Lim £(2) = f(to).
Es folgt dann:

FESTSTELLUNG 3.19: Die Funktion f : I — C, I C R, ist genau dann
(im Punkt to) stetig, wenn die beiden Funktionen Re (f) und Im (f) (im
Punkt ty) stetig sind.

Wie im Reellen gilt daher:

FESTSTELLUNG 3.20: Die Menge C(I,C) der stetigen, komplezwertigen
Funktionen f : I — C bildet einen Untervektorraum von Fun (I,C).

BEWEIS: Es seien f und g stetige Funktionen. Dann sind die reellwertigen
Funktionen Re (f), Re(g), Im (f) und Im (g) nach Feststellung 3.19 stetig.
Es gilt

Re (f +g) = Re(f) + Re(g), Im (f + g) =Im (f) + Im (g).

Daher sind Re (f + ¢) und Im (f 4 g) stetig, womit erneut nach Feststellung
3.19 die Funktion f + g stetig ist.
Fiir eine Zahl \ € C beweist man die Stetigkeit von Af durch Ausnutzen
der Gleichung
Re (Af) =Re(MRe(f) — Im (A\)Im (f)
und
Im (Af) =Im (A)Re (f) + Re (A)Im (f).
O

Die Differenzierbarkeit von Funktionen f € Fun(/,C) kann ebenfalls
wortlich aus dem Reellen iibertragen werden:

107



DEFINITION 3.21: Die Funktion f : I — C heifit differenzierbar inty € 1,
falls der Grenzwert
f(t) — f(to)

t—to t—to
existiert.

Mit Hilfe der Abbildung ¢ kann man die Differenzierbarkeit von f auf die
Differenzierbarkeit von Re (f) und Im (f) zuriickfithren. Insbesondere erge-
ben sich folgende Eigenschaften des Differenzierbarkeitsbegriffs:

FESTSTELLUNG 3.22: 1. FEine komplexwertige Funktion f : I — C
einer reellen Variablen ist genau dann differenzierbar (im Punkt t,),
wenn die beiden reellwertigen Funktionen Re (f) und Im (f) (im Punkt
to) differenzierbar sind. Fir die Ableitung gilt dann

f'(t) = Re (f)(8) + ilm (f)'(2).

2. Fiir das Differenzieren komplexwertiger Funktionen gelten dieselben Re-
geln wie fir reellwertige Funktionen.

3. Die Menge der n-mal stetig differenzierbaren, komplexwertigen Funk-
tionen C™(I,C), sowie die Menge der unendlich of differernzierbaren
Funktionen C*>(1,C) bilden Untervektorrdume von C(I,C).

4. C™(I R) ein reeller Untervektorraum von C™ (I, C) und C*(I,R) ist
ein reeller Untervektorraum von C*(1,C).

DIE KOMPLEXE EXPONENTIALFUNKTION

Die bisherigen Ergebnisse zu den Losungen linearer Differentialgleichungen
hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten zeigen bereits die besonde-
re Rolle der Exponentialfunktion in diesem Zusammenhang: Ist o € R eine
reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms einer solchen Differential-
gleichung, so ist die Funktion e* eine Losung. Dieses und die damit zu-
sammenhéngenden Resultate lassen sich auf komplexe Nullstellen verallge-
meinern. Man benotigt dazu allerdings eine komplexe Verallgemeinerung der
Exponentialfunktion.

SATZ 3.23: Die Potenzreihe
PIE
k=0
konvergiert fir jedes z € C absolut.

108



BEWEIS: Aus der reellen Analysis ist bekannt, dass die Reihe

1 k 1 k
Z |HZ | = Z H|Z|
k=0 -
konvergiert, namlich gegen el*!. O

Dieses Resultat erlaubt bereits die Definition der komplexen Exponenti-

alfunktion als
z - 1
e’ = Z sz : (53)
k=0

Ihre wichtigsten Eigenschaften sind in dem folgenden Resultat zusammenge-
fasst:

SATZ 3.24: Fir die komplexe Exponentialfunktion gilt:

1. e* ist eine Fortsetzung der reellen Exponentialfunktion.
2. Funktionalgleichung: Yw,z € C e 1% = e%e?.

3. Formel von de Moivre!?: e"17%2 = ™ cos(xq) + 1€°! sin(z3).

BEWEIS: Der Punkt 1 ist nach Definition der komplexen Exponential-
funktion klar.

Der Punkt 2 wird wie fiir die reelle Exponentialfunktion durch Einsetzen
des binomischen Satzes in die Potenzreihe bewiesen.

Zu Punkt 3: Punkt 2 liefert

xr1+ire exl zxz

(& (&

sodass nur der Fall eines rein imagindren Exponenten betrachtet werden
muss. Hier gilt fiir jedes z € R:
o

e’LCL‘ —

&
I
o
|
—~
~.
8
~—
S

51 (12)% + E m(m)%l
27— 1)jI2J T Z 2]+1 i(=1)7a

ﬁ(_l)Jxm iy ;} W(—l)szjH
]:

= cos(x) + isin(z).
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o
—_

L1810

10 Abraham de Moivre, 1667 — 1754, franzosischer Mathematiker
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O

Fiir die Anwendung in der Losungstheorie linearer Differentialgleichungen
werden die Funktionen
eo :R—=C,t— e

fiir o € C benotigt. Ist @ = a + ib so gilt nach Satz 3.24, Punkt 2:
Re (e,) = €™ cos(bt), Im (e,) = e™ sin(bt).

Feststellung 3.22, Punkt 1 liefert daher e, € C®(R,C). Weiter erhilt man
fiir ihre erste Ableitung

(e*t) = e cos(bt) + ie" sin(bt)
= ae cos(bt) — be™ sin(bt) + i(ae sin(bt) + be™ cos(bt))
(a + bi)(e™ cos(bt) + ie™ sin(bt))
e,

Dieses Verhalten ist wie im Reellen charakteristisch:

FESTSTELLUNG  3.25: Die einzigen differenzierbaren  Funktionen
x: 1 — C, I C R ein Intervall, mit der Eigenschaft ¥’ = ax, a € C,
sind die Funktionen e, \ € C.

BEWEIS: Es wurde bereits bewiesen, dass (e®) = ae® gilt. Es gelte nun
2’ = ax fur z : [ — C, dann erhilt man

(efatx)l — —Oé@iatl’ + efatl,/ — 07

womit die Funktion e~*x konstant und damit z = A\e® ist. Beim letzten
logischen Schluss wendet man den Mittelwertsatz auf Real- und Imaginérteil
der Funktion e~z an. O

VERALLGEMEINERUNG GRUNDLEGENDER RESULTATE INS KOMPLEXE

Man kann nun direkt eine ganze Reihe von Verallgemeinerungen reeller Re-
sultate ins Komplexe vornehmen. Die Beweise fiir diese Verallgemeinerun-
gen erfolgen entweder vollig analog zum reellen Fall oder es handelt sich
um einfache Rechnungen unter Benutzung der Rechenregeln fiir komplexe
Zahlen. Um ein gutes Verstdndnis der Sachverhalte zu gewinnen, ist es den-
noch empfehlenswert sich die Richtigkeit der Verallgemeinerungen im Detail
klarzumachen.
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K.0

K.1

K.2

K.3

K4

Es ist sinnvoll von linearen, homogenen Differentialgleichungen
2™ 4+ a,_ 12"V 4+ a2’ +agr =0 (54)

mit komplexen Koeffizienten a; € C und deren Losungen x : I — C,
I C R ein Intervall, zu sprechen. Das charakteristische Polynom einer
solchen Differentialgleichung kann wie im Reellen definiert werden.

Der komplexe Differentialoperator
d: C®(I,C) —» C>*(I,C), z 2
ist eine C-lineare Abbildung.

Der Satz 3.4 und das Lemma 3.5 gelten auch fiir die linearen Selbstab-
bildungen 7" : V' — V eines komplexen Vektorraums V', insbesondere
also fiir den C-Vektorraum C*(7,C).

Eine homogene Differentialgleichung (54) mit konstanten Koeffizienten
und charakteristischem Polynom p(X') kann ebenfalls in der Form

p(9)(x) =0

geschrieben werden, wobei p(X) das charakteristische Polynom der Dif-
ferentialgleichung ist.

Besitzt die Differentialgleichung p(0)(z) = 0 reelle Koeffizienten, so
ist die komplexwertige Funktion = : I — C genau dann eine Losung,
wenn die reellwertigen Funktionen Re (z) und Im (z) Losungen dieser
Differentialgleichung sind.

BEWwWEIS: Fiir eine Funktion = : I — C gilt wegen der C-Linearitét von
p(0) (siehe K.1 und K.2)

pO)(x) = p(0)(Re (x) +ilm (x))
= p(9)(Re (x)) +ip(d)(Im (z)).

Da p reelle Koeffizienten besitzt, sind die Funktionen p(9)(Re (z)) und
p(0)(Im (z)) reellwertig, das heift sie sind gleich dem Real- bzw. Ima-
ginérteil von p(9)(z). Hieraus folgt die Behauptung. a
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K.5 Die grundlegende Beobachtung gilt: Die komplexwertige Exponential-
funktion z(t) = e* ist genau dann eine Losung von p(d)(x) = 0, wenn

p(a) = 0 gilt.
K.6 Der Zerlegungssatz 3.10 gilt auch fiir Zerlegungen
P(X) = @1(X)g2(X)

von p(X) in zwei teilerfremde Polynome mit komplexen Koeffizienten.
Die beiden homogenen Differentialgleichungen

@ (0)(x) =0, ¢(0)(x) =0
besitzen dann komplexe Koeffizienten.

K.7 Die Feststellung 3.11 und damit der Satz 3.12 gelten auch fiir den kom-
plexen Differentialoperator.

3.4 Homogene DGLen mit konstanten Koeffizienten 11

Wir kehren zuriick zur Betrachtung einer linearen Differentialgleichung (48)
mit reellen Koeffizienten und sind nun in der Lage auch den Fall komplexer
Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(X) zu behandeln. Zunéchst
beweisen wir ein Analogon zu Satz 3.12.

SATZ 3.26: Es seien a = a+bi € C\R, ¢(X) = (X —a)(X — @) und
f € N. Dann ist jede Losung x : I — R der Differentialgleichung

9(9)/ (z) =0

auf R fortsetzbar und fir die Losungsmenge IL(R) gilt:
f-1 -1
1. L(R) = {3 MtFesin(bt) + > pxtFe™ cos(bt) : Mg, ux € R}.
k=0 k=0

2. Die Funktionen t*e® sin(bt), t*e® cos(bt), k = 0,..., f — 1, sind linear
unabhdngig tiber R.

BEWEIS: Das Polynom ¢(X)/ kann in die teilerfremden Faktoren
(X —a)’ und (X —a)” zerlegt werden. Wegen (K.6) ist jede Losung x : [ — R
von ¢(0)/(x) = 0 von der Gestalt

T =121+ Ta,
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wobei 7, : I — C eine Losung der Differentialgleichung (9 — aid )/ (x) = 0
und entsprechend x5 : I — C eine von (9 — @id )/ (x) = 0 ist.
Da z reellwertig ist, muss Im (z1) +Im (z5) = 0 gelten, das heifit man hat

r = Re (1) + Re (22).

Nach (K.7) sind die komplexwertigen Losungen der ersten Differentialglei-
chung die Funktionen

f-1
x1(t) = vtte® v, € C,
k=0
also
/-1 f-1
Re (z1) = Z Re (v )t*e™ cos(bt) — Z Im (v )tFe™ sin(bt).
k=0 k=0

Da @ = a — bi gilt, erhélt man fiir 9 entsprechend:

f-1 /-1
Re (x9) = %Re(yk)tke“tcos(—bt)—];)Im(yk)t’“e“tsin(—bt)

-1 =1
= Re (v)tFe cos(bt) + > Tm (v )t"e sin(bt)
k=0 k=0

Da die v, beliebig gewéahlt werden konnen, ergibt sich die erste Aussage des
Satzes.

Es gelte nun

f-1 f-1
Z ptte cos(bt) + Z MtFe sin(bt) = 0,
k=0 k=0

also
g1(t)e™ cos(bt) = go(t)e™ sin(bt)

mit Polynomfunktionen gy, g». Da e keine Nullstellen besitzt, folgt
g1(t) cos(bt) = go(t) sin(bt).

Es ist b # 0, womit sin(bt) und cos(bt) keine gemeinsamen Nullstellen besit-
zen. Die unendlich vielen Nullstellen von sin(bt) miissen also Nullstellen der
Polynomfunktion g; sein, was nur fiir g; = 0 moglich ist. Man erhélt also die
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Gleichung g¢5(t) sin(bt) = 0, die wiederum go = 0 liefert, da die Nullstellen
von go(t) sin(bt) die Vereinigungsmenge der Nullstellen von g, mit denen von
sin(bt) ist. O

Damit wird ein Hauptergebnis dieses Abschnitts erreicht:

SATZ 3.27: Fiir das charakteristische Polynom p(X) der homogenen Dif-
ferentialgleichung (48) sei

p=(X—a)(X —a)?. (X —a,)"q"as” .. qf

die Faktorisierung gemdfS Korollar 3.8.

Zu jedem der quadratischen Polynome gy, sei By = ax+0byi eine (notwendig
echt komplexe) Nullstelle.

Dann sind die reellwertigen Losungen von (48) genau die Linearkombi-
nationen mit reellen Koeffizienten der Funktionen

o tlet i =0,....e,—1, k=1,...,r,
o tie%tcos(byt), tle®™sin(bpt), 1 =0,...,fr—1, k=1,... s.

Insbesondere besitzt der Losungsraum IL(R) der Differentialgleichung eine Di-
mension kleiner gleich deg(p).

BEMERKUNG: In Kiirze wird gezeigt, dass die Dimension des Losungs-
raums gleich deg(p) ist. Die im Satz aufgelisteten Funktionen werden daher
als Fundamentalsystem von Lédsungen der Differentialgleichung bezeichnet.

BEWEIS: Es ist nichts mehr zu beweisen: Die Aussagen des Satzes sind
eine Zusammenfassung von bereits bewiesenen Fakten. a

BEISPIEL 3.28: Wir betrachten die Differentialgleichung
2© + 8z + 162" = 0.
Ihr charakteristisches Polynom ist
p(X) =X +8X* +16X? = X*(X* +8X? +16).

Der zweite Faktor ist biquadratisch: Die Substitution ¥ = X? liefert das
quadratische Polynom

Y24 8Y 416 = (Y +4)%
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Da X? + 4 keine reellen Nullstellen besitzt, ist folglich
p(X) = X3(X?* 4 4)?
die fiir die Anwendung von Satz 3.27 benotigte Faktorisierung. Es gilt:
r=1La,=0e=2,s=1,0 =2, f =2
Die Losungen der Differentialgleichung sind also
x(t) = A + Aot + A3 cos(2t) + Ayt cos(2t) + A5 sin(2t) + Agt sin(2t),

mit reellen Koeffizienten . <&

BEISPIEL 3.29 (FEDER-MASSE-SYSTEM): Man betrachte ein mechani-
sches System, das aus einem Metallklotz der Masse m besteht, der horizon-
tal auf einer ebenen Unterlage gleiten kann. Der Klotz ist iiber eine Feder an
einer Wand befestigt. Lenkt man den Klotz gegeniiber der Ruhelage, in der
die Feder entspannt ist, aus, so bewirkt die von der Feder ausgeiibte Kraft
eine Schwingungsbewegung um die Ruhelage.

-

0

> x(t)

Abbildung 26: Feder-Masse-System

Um die Bewegung des Klotzes mathematisch zu beschreiben, fithrt man
eine Koordinate z(t) ein, die die Auslenkung des Klotzes zum Zeitpunkt ¢
gegeniiber der im Ursprung x = 0 befindlichen Ruhelage angibt. Die Rei-
bungskrifte zwischen Klotz und Unterlage werden im Weiteren ignoriert.

Nach dem Hooke’schen!! Gesetz ist die Kraft F, die eine Feder ausiibt,
wenn man sie um kleine Lingen Az aus der entspannten Lage dehnt oder

HRobert Hooke, 1635 — 1703, englischer Physiker
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staucht, gleich kAx, wobei k > 0 eine federspezifische (Form, Material) Kon-
stante ist. Es werden im Folgenden nur solche kleinen Auslenkungen betrach-
tet. Zum Zeitpunkt ¢ wirkt dann auf die Masse die Federkraft

F(t) = —ka(t);

das Minuszeichen rithrt daher, dass bei einer Auslenkung in positive z-Richtung
aus der Ruhelage die Feder den Klotz nach links zieht.

In technischen Systemen finden Bewegungen oft in Medien mit hohem
Reibungswiderstand wie Wasser oder Ol statt. Nimmt man dies an, so wirkt
der Federkraft die durch die Reibung zwischen Klotz und Medium entste-
hende Reibungskraft R entgegen. Empirische Untersuchungen zeigen, dass
diese bei nicht zu hohen Bewegungsgeschwindigkeiten proportional zur Be-
wegungsgeschwindigkeit ist:

wobei p > 0 eine vom Medium und der Klotzgeometrie abhéngige Konstante
ist. Die Reibungskraft wirkt bei positiver Geschwindigkeit, also Bewegung in
positiver z-Richtung, bremsend, daher das Vorzeichen.

Nach dem zweiten Newton’schen Gesetz ergibt sich fiir die die Masse
m > 0 beschleunigende Kraft ma”(t):

ma"(t) = —kx(t) — pa'(t),

oder

L

)+ Lt 1) + %x(t) 0, (55)

wobei angenommen wird, dass x(t) zweimal differenzierbar ist.
In einer realistischen Situation sucht man die Losungen zu dieser Diffe-
rentialgleichung zu bestimmten Anfangsbedingungen

x(to) = o, 2'(to) = xj. (56)

Lenkt man die Masse etwa manuell um xq aus und lésst sie dann los, so gilt
xy = 0.

Die Differentialgleichung (55) ist eine homogenen lineare Differentialglei-

chung der Ordnung 2; ihre allgemeine Form ist

2 + a2’ + apr = 0,
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mit dem charakteristischen Polynoms
p(X) = X?*+ a1 X + ao.

Die hinsichtlich der Nullstellen von p auftretenden Félle kann man knapp
mit Hilfe der Diskriminante von p

charakterisieren. Es gilt:
e A > 0: zwei verschiedene reelle Nullstellen o, s,
e A = 0: eine doppelte reelle Nullstelle «,
e A < 0: zwei nicht reelle, komplex-konjugierte Nullstellen «, @.

Die Anwendung dieser Klassifikation auf die Feder-Masse-Gleichung (55)
liefert:
ko p®—4km

4m2  m 4m?
und daher die Falle:

o 112> > 4km: Fiir die beiden reellen Nullstellen gilt

06172 = —i + \/Z,
2m

wobei VA < 3, da alle vorkommenden Konstanten nicht negativ sind.
Folglich sind beide Nullstellen negativ.

Fiir alle Losungsfunktionen ergibt sich unabhéngig von den Anfangs-
bedingungen daher

lim x(t) = lim A\je™* + pe™' = 0.
t—o0 t—o0

Es findet keine Schwingungsbewegung statt, sondern eine Riickkehr in
die Ruhelage z = 0 ohne einen Durchlauf durch die Ruhelage.

Physikalisch entspricht dies der Situation einer im Vergleich zur Feder-
kraft hohen Reibung im Medium. Die Masse »kriecht< in die Ruhelage
zuriick, weshalb man auch vom >Kriechfall« spricht.
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Je nach Anfangsbedingungen kann die Masse einen Durchgang durch
die Ruhelage ausfiihren, bevor sie in diese zuriickkriecht. Dies entspricht
dem Vorliegen einer Nullstelle bei der zugehorigen Losung.

In der Grafik 27 ist der Fall A\ = Ay = 1 und oy = —%, oy = —3 als
Kurve in roter Farbe zu sehen.
p? < 4km: Ist

a=a+b

eine komplexe Nullstelle des Polynoms p, so gilt

a; = —2a = ﬂ,
m

also stets a < 0.

Die Masse fiihrt eine je nach Anfangsbedingung durch eine Gleichung

der Form

z(t) = e cos(bt) + Ape™ sin(bt)
gegebene Schwingungsbewegung durch. Ist a # 0 oder dquivalent p # 0,
so gilt wiederum tlim z(t) = 0 — die Schwingung ist geddmpft.

—00
Physikalisch betrachtet ist in diesem Fall die durch das Medium verur-
sachte Reibung klein im Vergleich zur Federkraft.
In der Abbildung 27 ist der Fall A\ =1, A\ = 0 und a@ = —0.35 4 6¢ als

Kurve in griiner Farbe zu sehen.

©? = 4km: Aus physikalischer Sicht stellt dieser Fall den Ubergang zwi-
schen den beiden bereits beschriebenen Fiéllen dar und wird als >ape-
riodischer Grenzfall< bezeichnet.

Die hier vorliegende doppelte Nullstelle bei

Yo
2m

ist negativ. Fiir die Losungen gilt also wiederum

lim z(t) = tlim (A1 + Aat)e* = 0.
—00

t—o00

Sie besitzen fiir Ay # 0 genau eine Nullstelle, sonst jedoch keine.
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Es findet auch in diesem Fall keine Schwingungsbewegung statt. Je
nach Anfangsbedingungen kehrt die Masse ohne einen Durchlauf durch
die Ruhelage (keine Nullstelle von z(t)) oder mit genau einem solchen
Durchlauf (Nullstelle von z(t)) in die Ruhelage zuriick.

In der Abbildung 27 ist der Fall Ay = 1.2, A\ = 1 und a = —1 als Kurve
in blauer Farbe zu sehen.

Abbildung 27: Losungskurven der Feder-Masse-Gleichung

ANFANGSWERTPROBLEME

In diesem Abschnitt wird die Frage nach der Losbarkeit von Anfangswert-
problemen der Form

2™ 4 ap 2™V 4+ aga +agr =0 (57)
2(to) = m, 2 (to) = @, ..., 2™ D (tg) = 2"V (58)

beantwortet.
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Im Folgenden sei fi,..., f, stets das im Satz 3.27 aufgelistete Fundamen-
talsystem von Losungen der Differentialgleichung (57) in einer beliebigen
Nummerierung.

Falls eine Losung  : R — R mit den Anfangswerten (58) existiert, kann
man sie als Linearkombination

17—‘§§:Ahﬁ7'M E]R,
i=1

schreiben. Gemé&fl den Anfangswertvorgaben muss fiir die Koeffizienten \;
gelten:

Yo Aifilto) = o
=1
> Aifilte) = g
=1
Y Nifl(to) = g
=1
SNV t) = 2l
i=1

oder in Matrixform

fi(to) falto) -+ falto) A Zo
f{(:to) fﬁ(.to) e f;l(:to) /\.2 _ 1’6 (50)
A7) £ ) e AT () )\ A x5V
Besitzt dieses lineare Gleichungssystem eine Losung Ay, ..., A, — man beach-

te, dass die Koeffizientenmatrix und die rechte Seite bekannt sind — so ist
die zugehorige Linearkombination der Funktionen f; eine Losung des AWP
(58). Wegen ihrer Bedeutung erhilt die im obigen linearen Gleichungssystem
auftretende Koeffizientenmatrix einen eigenen Namen:

DEFINITION 3.30: Es seien g; : I — R, i =1,...n, n — 1-mal differen-
zierbare Funktionen. Dann bezeichnet man die Matriz

an 92 dn
9 gy Gy
W(gr,--ygn) == : : )
n—1 n—1 n—1
O I
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als Wronski>-Matriz der Funktionen gy, ..., gn.

Die Wronski-Matrix kann als matrixwertige Funktion
W(g1,. - gn) : L = R t—= W(g1(t),...,ga(1))

aufgefasst werden. Die Matrix W (g1 (to),- ., gn(to)), to € I, nennt man dann
auch Wronski-Matriz von gy, ..., g, bei tg.

Wegen ihrer Bedeutung fiir die Losung von AWPs ist die Invertierbarkeit
der Wronski-Matrix bei ¢y von Interesse — siehe das lineare Gleichungssystem
(59):

SATZ 3.31: Es seien g1,...,g, : I — R Funktionen, die n — 1-mal diffe-
renzierbar sind. Existiert dann ein ty € I, fir welches W(gi(to), - .., gn(to))
wnvertierbar ist, so sind die Funktionen gi,..., g, linear unabhdingig.

BEwEIs: Sind g4, ..., g, linear abhéngige Funktionen, gilt also

fiir gewisse reelle Zahlen \;, von denen mindestens eine ungleich 0 ist, so folgt
durch Differenzieren:
(k) (k) _

fiir alle existierenden Ableitungen ggk). Sind also alle g; n — 1-mal differen-
zierbar, so ist die Wronski-Matrix W (g, ..., g,) fiir kein ¢ € I invertierbar.
O

Der néchste Satz klart die Frage der Losbarkeit von AWPs vollstandig:

SATZ 3.32: Es sei fi,...,f, € C®°(R,R) das Fundamentalsystem von
Lésungen der Differentialgleichung (57) wie in Satz 3.27 aufgelistet. Dann
st die Wronski-Matriz

W(fl(tO)a LR fn(to))

fiir jedes ty € R invertierbar und jedes AWP (58) besitzt eine eindeutig be-
stimmte Losung © = Y \if;, deren Koeffizienten \; man durch Léisen des

i=1
linearen Gleichungssystems

W (fi(to), s falto)) Aty A)T = (20, ..., a7

gewinnen kann.

12 Jozef-Maria Hoéne de Wronski, 1778-1853, polnischer Mathematiker
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BEWEIS: Nach den bereits durchgefiithrten Voriiberlegungen geniigt es
die eindeutige Losbarkeit jedes AWP (58) zu beweisen.

Zur Eindeutigkeit: Es sei « eine Losung des AWP (58).

Aus der Analysis ist bekannt, dass die Taylor-Reihen der Funktionen f;
um den Punkt ¢ty auf ganz R konvergieren. Folglich gilt dies auch fiir die
Taylor-Reihe

o ()
V(2
oty = ST gy (60)
der Losung x, da diese eine entsprechende Linearkombination der Taylor-

Reihen der f; ist. Durch das AWP sind die ersten n Koeffizienten der Taylor-
Reihe eindeutig festgelegt:

) (t0) B x(()k)
Kkl

k=0,...n—1.

Aus der Analysis ist weiter bekannt, dass sich die Taylor-Reihen der Ab-
leitungen ) von x durch gliedweises Differenzieren der Taylor-Reihe von
x ergeben, und dass die resultierenden Taylor-Reihen ebenfalls auf ganz R
konvergieren:

2O = 32O gk 1) (ke — 04 1)(t — t)

k!
k=t
00

x(k) _

Durch Einsetzen dieser Taylor-Entwicklungen in die Differentialgleichung und
anschliefenden Koeffizientenvergleich erhédlt man Rekursionsformeln fiir die
(-ten Taylor-Koeffizienten von x fiir £ > n: Zunéchst folgt aus der Differen-
tialgleichung fiir £ > n

20 = —(an_lm“—l) +a, o2 + .+ a4 aox(é_")).
Diese Gleichung gilt folglich auch nach Einsetzen der Taylor-Reihen fiir die

vorkommenden Ableitungen von x und daher fiir die konstanten Koeffizienten
dieser Taylor-Reihen. Man erhélt also:

.%‘(é)(to) = —(an,1$(z_1)(to) + an,gx“—m (ﬁo) + ...+ alm(e_”ﬂ)(to) + aol‘(z_") (to)), (61)

womit die Taylor-Koeffizienten von x und damit x selbst durch die Anfangs-
bedingungen (58) eindeutig bestimmt sind.
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Zur Existenz: Die Existenz einer Losung eines gegebenen AWP (58) zeigt
man, indem man diese durch die Taylorentwicklung (60) mit den Koeffizien-
ten (61) definiert. Dabei stellt sich zunéchst die Frage, ob die so definierte
Potenzreihe aufler bei ¢t = t; iiberhaupt konvergiert. Um dies zu beweisen
verwendet man das Majorantenkriterium: Es sei

a:=max(|ag| : k=0,...n—1)

und
b= max(|:13(()k)| ck=0,...,n—1).
Dann gilt:
|[L'(n) (t0>| = |(ln_1(L'(n71) (to) + an_gx("”) (to) —+ ...+ aol’(o) (t0)|
< ap-a "D (t0)] + lan—o| |20 (t)| 4. .. + lao||z(V (t0)]
< nab.
Hieraus folgt
120D (t0)] = |an—12 (to) + an_ox ™V (te) + ... + agz™M (ty)]
< ag—a ||z (to)| + lan—2 ||z~ D (to)] + ... + laol[aM (to)]
< n%a?b.

Indem man induktiv so fortfiahrt ergibt sich
Vk € N |$(n+k’)(t0)‘ < nk-i—lak-i-lb

und folglich

z ‘$<k) tO “t | < Z nktlg k+1b’t —t ‘k

tt
= nabz (nalt—to))” °|

Die Reihe rechterhand ist bis auf den Faktor nab und die ersten n Summan-
den identisch mit der Potenzreihe der Exponentialfunktion zum Argument
nalt — to|, folglich also konvergent. Damit konvergiert nach dem Majoranten-
kriterium auch die in Rede stehende Taylor-Reihe. Sie stellt eine Losung des
AWP dar, weil ihre Koeffizienten gerade so definiert wurden. a
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KOROLLAR 3.33: Der Ldsungsraum einer homogenen linearen Differen-
tialgleichung der Ordnung n besitzt die Dimension n. Fine Basis wird durch
die in Satz 3.27 angegebenen Funktionen geliefert.

BEWEIS: Die im Satz 3.27 angegebenen n Funktionen f; erzeugen den
Losungsraum der jeweiligen homogenen linearen Differentialgleichung der
Ordnung n. Jedes AWP zu dieser Differentialgleichung besitzt eine eindeu-
tige Losung, die aus den Funktionen f; linear kombiniert werden kann. Die
Koeffizienten Ay, ..., A, sind die Losungen des linearen Gleichungssystems

W(fito), -, falto)) (A, )" =¢

dessen rechte Seite ¢ durch die Anfangsbedingungen bei ¢y gegeben ist. Da ¢
beliebig wéhlbar ist, ist die Wronski-Matrix W (fi (o), . . ., fu(to)) invertierbar
und die Behauptung folgt aus Satz 3.31. O

Die bis hier gewonnenen Erkenntnisse liefern zwei Verfahren zur Losung
von AWPs linearer, homogener Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten:

VERFAHREN 3.34 (LOSUNG VON AWPs (58)):

1. Bestimme das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (57)
und zerlege es geméf Satz 3.27.

Letzteres kann schwierig sein.

2. Bestimme nach Satz 3.27 das Fundamentalsystem fi, ..., f, von Losun-
gen. Die Nummerierung der Mitglieder des Fundamentalsystems ist da-
bei beliebig.

3. Berechne die Wronski-Matrix W (f1(to), ..., fa(to))-

4. Lose das lineare Gleichungssystem
W(f1<t0)7 R fn(to))()\l, e ,)\n)T —= (:CO, . ’xénfl))T'

Dann ist z(t) = > A\; f; die Losung des AWP.
=1

)
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BEISPIEL 3.35: Man betrachte das AWP
" — 22" — 3z =0, z(0) =3, 2/(0) = 13.
Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist
p(X) = X*-2X -3,
woraus sich die Nullstellen

061’2:1:|:\/1+3,

also a; = 3 und ay = —1 ergeben.

Der Losungsraum der Differentialgleichung wird also von den Funktionen
fi(t) = €3 und fy(t) = et erzeugt.

Die Wronskimatrix an der Stelle ¢y = 0 ist

W (£1(0). £2(0)) = ( . )

Es ist also das lineare Gleichungssystem

M+ = 3
31— X = 13
zu losen. Dessen Losungen sind Ay = 4 und Ay = —1, womit die Losung des

AWP die Funktion
w(t) =4e’ —e!

ist. &
BEISPIEL 3.36: Man betrachte das AWP
2" — 62"+ 92 =0, z(0) = -2, 2/(0) = 10.
Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist
p(X)=X*—6X+9,
woraus sich die Nullstellen

Oé172:3:|:\/9—9,
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also ay = 3 und e; = 2 ergeben.

Der Losungsraum der Differentialgleichung wird also von den Funktionen
fi(t) = €3 und fo(t) = te® erzeugt.

Es gilt f} = €3 + 3te® = (1 4 3t)e*.

Die Wronskimatrix an der Stelle ¢ty = 0 ist daher

iR £0) = ( 5 1 ).

Es ist also das lineare Gleichungssystem

A -2
M+ = 10

zu losen. Dessen Losungen sind Ay = —2 und Ay = 16, womit die Losung des
AWP die Funktion
x(t) = —2¢* + 16te*

ist. Die Abbildung 28 zeigt den Graphen dieser Losung in roter Farbe, sowie
die der Losungen €3 (blau), €3 + te® (blau, unterbrochen) und e — te3
(blau, punktiert). <&

2|1 +(%

Abbildung 28: Losungskurven von 2/ — 62’ + 92 = 0
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VERFAHREN 3.37 (NAHERUNGSWEISE LOSUNG VON AWPs (58)): Mit
dem Verfahren wird eine Polynomfunktion

T(t) =co+ et + ...+ cpt™

bestimmt, die die Losung des AWP approximiert. Dieses Polynom ist gerade
die nach dem m-ten Glied abgebrochene Taylorreihe der Losung x. Die Frage
in welchem Intervall dieses Polynom die Losung wie gut approximiert wird
hier nicht behandelt. Prinzipiell kann man dazu die im Beweis von Satz 3.32
benutzte Ungleichung

— =¥ () k = ((m+ 1)alt — to|)"
§ _ (m+1)alt—to| 0
]ka o (t—t0)"] < (m+1)ab(e 0 kgo X )

nutzen. Die so erhaltenen Werte sind allerdings sehr konservativ, da diese
Ungleichung recht grob ist. Ansonsten ist das Verfahren einfach:

1. Lege ein hinreichend grofles m > n fest.

2. Bestimme mit Hilfe der Rekursionsformel (61) aus dem Beweis von Satz
3.32 die Funktionswerte 29 (ty), £ € {n,...,m}, und berechne daraus
die gesuchten Koeffizienten

x(é) (t0>
o

BEISPIEL 3.38: Wir betrachten erneut das AWP

Cp =

" — 62’ + 92 =0, z(0) = -2, 2/(0) = 10.

aus Beispiel 3.35 und bestimmen ein Ndherungspolynom vom Grad 3 fiir die
Losung.
Es gilt ¢g = 2(0) = —2 und ¢; = 2/(0) = 10. Die Rekursionsformel liefert:

2le, = 2”(0) = 62(0) — 9z(0) = 60 + 12 = 72

und
3leg = 23)(0) = 62”(0) — 927(0) = 342.

Es folgt:
F(t) = =2+ 10t + 36> + 571>
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3.5 Inhomogene DGLen mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt werden die Losungen von Differentialgleichungen der
Form

™ 4 a2V 4 4 Far=b (62)
mit Koeffizienten ag, ..., a,_1 € R und einer rechten Seite
b: I —-R

diskutiert. Entsprechend werden auf dem Intervall I definierte Loésungen
x : I — R gesucht.
Nach Feststellung 3.2 besitzt die Losungmenge der Differentialgleichung
die Form
L(I) = zs + Lo(1),

wobei z, eine Losung der Differentialgleichung und Ly(7) die Losungsmenge
der Differentialgleichung
2™+ a,_ 12"V 4+ a2’ +agr =0 (63)

ist. Letztere ist nach Satz 3.27 bekannt, es geniigt folglich eine einzige (>spe-
zielle<) Losung zs der inhomogenen Differentialgleichung zu finden. Hierzu
verwendet man die auf Lagrange'® zuriickgehende >Methode der Variation
der Konstanten<: Man nimmt an, dass eine Losung existiert und diese die
Form

P=3 0 (64)
=1

besitzt, wobei die Funktionen f; ein Fundamentalsystem von Losungen der
homogenen Differentialgleichung (63) und \; : I — R zu bestimmende Koef-
fizientenfunktionen sind. Diese seien n-mal differenzierbar.

Fiir die erste Ableitung von x ergibt sich dann zunéchst

2 =) N fi+ Nf].
i=1
Um die nachfolgenden Rechnungen einfach zu halten nimmt man zusétzlich
Sh=o
i=1

13 Joseph-Louis Lagrange, franzosischer Mathematiker, 1736 — 1813
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an und erhélt
o= Nff
i=1
Erneutes Differenzieren diesmal unter der Annahme
D Aifi=0
i=1
liefert .
2= Nf
i=1

Dies fithrt man bis zur n — 1-ten Ableitung fort, erhélt also insgesamt
2™ =N "N k=1, 01, (65)
i=1
unter den Annahmen
SN =0, k=1,....n-1. (66)
i=1
Fiir die n-te Ableitung ergibt sich dann
2 =N (67)
i=1

Nun setzt man (65) und (66) in die Differentialgleichung ein:

b = 20 +a,_ 2D+ +a ) + apx
= Z()\;fi(n_l) + )\ifz'(n)) +ap_1 ) Aifi(n_l) +ooFar Y Nfi Fag Y Aifi
i=1 i=1 i=1 i=1

= SNV LS N dana fTV L+ af + aof)
=1 =1

— SN,

wobei man im letzten Schritt verwendet, dass die f; Losungen von (63) sind.
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Die Annahmen (66) und die daraus erhaltene Gleichung fiir b lassen sich
punktweise, das heift fiir jedes ¢t € I, in Form eines linearen Gleichungssys-
tems schreiben:

N (t) 0
N (2) 0
W(fi(8), ..., fu(t)) : =|
An—1(t) 0

An(t) b(t)

Da nach Satz 3.32 die Wronski-Matrix W (fi(t),..., fu(t)) fir jedes t € I
invertierbar ist, folgt nach der Cramer’schen'* Regel fiir die Losungen dieses
Gleichungssystems:

_ et W(fi(t),- -, fult)):
det W(f1(1), ..., fa(t))

Hierbei ist W(fi(t), ..., fu(t)); € R™™ diejenige Matrix, die aus der Matrix
W(fi(t),..., fu(t)) hervorgeht, indem man die i-te Spalte durch die rechte
Seite des Gleichungssystems ersetzt.

Nach der Leibniz’schen Formel fiir die Determinante ist diese eine Poly-
nomfunktion

i)

(68)

det : R™" — R, A+ det(A)

in n? Variablen, wenn man die Koeffizienten von A als Variablen auffasst.
Daher ist die Funktion

I' =R, t = det(W(fi(t), ..., fu(t)))
als Verkettung stetiger Funktionen stetig und die Funktionen

sind aus dem gleichen Grund stetig, sofern die rechte Seite b : I — R der
Differentialgleichung stetig ist. In diesem Fall existieren die Stammfunktionen

Ai(t) == /)\;(t) dt, i=1,...n,

14Gabriel Cramer, 1704 — 1752
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und man kann nun leicht riickrechnen, dass die Funktion

i=1

tatséchlich eine Losung der Differentialgleichung ist.

Insgesamt fithren die vorangegangenen Uberlegungen kombiniert mit dem
bereits iiber homogene Differentialgleichungen Bewiesenen und den allgemei-
nen Eigenschaften inhomogener linearer Differentialgleichungen zu:

SATZ 3.39: Die Losungsmenge der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung

™ 4+ a, 2™+t ar +agr =0

mit konstanten Koeffizienten ap € R und stetiger rechter Seite b : [ — R,
I C R ein Intervall, besitzt die Gestalt

L) ={as+z:xely)},
wobei Lo(I) die Losungsmenge der homogenen linearen Differentialgleichung
2™ 4+, 12V 4+ + agr =0

und xs : I — R eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.
Fine Losung x, ldsst sich durch Lésen des linearen Gleichungssystems

W), fu@) ML), Xy(8), -, A (8)" = (0,0,...,0,b(¢))"

als .
T, = Z(/ Nodt) f;
i=1
gewinnen, wobei f1, ..., f, ein Fundamentalsystem von Lésungen fiir die ho-

mogene Differentialgleichung ist.
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VERFAHREN 3.40 (LOSUNG INHOMOGENER LINEARER DGLEN):

1. Bestimme das charakteristische Polynom der zur betrachteten Differen-
tialgleichung gehorenden homogenen Differentialgleichung und zerlege
es gemaf} Satz 3.27.

2. Bestimme nach Satz 3.27 das Fundamentalsystem fi, ..., f, von Losun-
gen. Die Nummerierung der Mitglieder des Fundamentalsystems ist da-
bei beliebig.

3. Berechne die Wronskimatrix W (fi,..., f,) € C®(R,R)™*".
4. Lose das lineare Gleichungssystem
W ( iy fa) N, AT =(0,...,0,0)7

entweder mittels Gauf3-Algorithmus oder mittels der Cramer’schen For-
meln (68).

5. Bestimme die Stammfunktionen \; der Funktionen \); dann ist

Ts = i /\zfz
i=1

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung und alle ihre Losun-
gen sind

T = Z)\zfl +Z,U/jfj7 K1y ooy Un € R.
i=1 j=1

BEISPIEL 3.41: Man betrachte die Differentialgleichung
o — 4x 4 4w = —te®.
Die zugehérige homogene Differentialgleichung
" —4x' + 42 =0
besitzt das charakteristische Polynom

p(X)=X?—4X +4= (X —2)?
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womit die Funktionen e? und te? ein Fundamentalsystem von Losungen
bilden.

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu ge-
winnen, wihlt man den Weg iiber die Cramer’schen Formeln. Es sind al-
so die Determinanten der Wronski-Matrix W (e*, te?), sowie der Matrizen
W (e*, te*'); und W(e*, te?)q, bei denen jeweils die erste bzw. zweite Spalte
der Wronski-Matrix W (e?, te*) durch (0, —te*')" ersetzt ist, zu berechnen.

€2t te?t

2t 2t _
e R

) = e* 4 2te? — 2ttt = .

2t 4 2t 0 te 2 4t
2t 4 2t e 0 4t
det(W(e* te*)s) = det 0p2 g2t | = TtE
Es folgt:
t2€4t
N (t) = el t2
und »
—te

Stammfunktionen dieser Funktionen sind:

womit sich als spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

1 1 1
z,(t) = —t?e® — —t*te* = —tPe*
3 2 6
ergibt. Die volle Losungsmenge der inhomogenen Differentialgleichung ist
also

1
I‘(t) = —6t3€2t + )\1€2t + )\2t€2t, )\1, )\2 e R.
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ANFANGSWERTPROBLEME

Es bleibt die Losbarkeit von Anfangswertproblemen der Form

2™ +a, 2V 4+ ar +ar=b (69)
2(to) = m, 2 (to) = @, ..., 2™ D (tg) = 2V (70)

zu untersuchen, wobei die Stetigkeit von b : I — R vorausgesetzt wird.
Ist zs : I — R eine Losung von (69) und fi,..., f, ein Fundamentalsys-
tem von Losungen der homogenen Differentialgleichung

2™ 4 a, 2"V 4+ g+ agr =0,
so 10st die Funktion .
i—1

das AWP (70) genau dann, wenn die Koeffizienten A, ..., A, € R Losungen
des inhomogenen linearen Gleichungssystems

i)\ifi(to) = x9— z4(to)
lexifi'(to) T
é Nf () =l — (o)

S NS te) = a2 =l (ko)
i=1
sind. In Matrixform lésst sich dieses Gleichungssystem als

W(fi(to), - Falto)) Aty M) = (w0 = 2a(to), - g™ = 2D (k)"

schreiben. Da nach Satz 3.32 die Matrix W (fi(to), ..., fa(to)) stets invertier-
bar ist, besitzt das System stets eine eindeutige Losung. Dies beweist:
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SATZ 3.42: Jedes AWP (69), (70) besitzt eine eindeutige Losung. Ist x
eine Losung von (69), so ist die Losung des AWP durch

T =T+ i Aifi
=1

gegeben, wobei die Koeffizienten \; die Lésungen des linearen Gleichungssys-
tems

W (f1(to), s falto)) A1y s M) = (20 — ms(to), ..., "™ — 27D ()T

sind.

Das Verfahren 3.40 muss also nur um einen Schritt erweitert werden,
um auch AWPs inhomogener linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten 16sen zu konnen.

BEISPIEL 3.43 (Fortsetzung von Beispiel 3.41): Zu der Differentialglei-
chung aus dem Beispiel 3.41 soll das AWP

gelost werden. Die Wronski-Matrix wurde dort bereits berechnet; fiir 5 = 0
ergibt sich

o= (3 7).

Auch eine spezielle Losung ist bekannt: Fiir x, = —%t?’e% erhalt man

womit das lineare Gleichungsystem

10 A (2
2 1 X )\ 1
zu l6sen ist. Man erhélt A\; = 2 und Ay = —3, also die Losung

1
T = _6t362t + 2e% — 3te?t.
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BEISPIEL 3.44 (FEDER-MASSE-SYSTEM MIT ERREGENDER KRAFT):
Im Folgenden wird das Beispiel 3.29 einer durch eine Feder in Schwingung
versetzten Masse, die sich in einem Medium horizontal bewegt, erweitert. Wir
nehmen nun an, dass auf die Masse eine zusitzliche, zeitabhéngige Kraft F(t)
wirkt. In dem beschriebenen Szenario konnte diese Kraft zum Beispiel da-
durch entstehen, dass auf das gesamte Feder-Masse-System, das sich in einer
Box befindet, eine Schwingungsbewegung parallel zur z-Achse in Abbildung
29 stattfindet.

> x(t)

o u——\

Abbildung 29: Feder-Masse-System mit erregender Kraft

Vom Prinzip her treten solche Systeme zum Beispiel als sogenannte Schwin-
gungstilger in der Technik auf: Das Feder-Masse-System ist dabei an einem
Objekt befestigt, das durch Einfliisse von auflen in Schwingung versetzt wer-
den kann. Beispiele fiir solche Objekte sind Hochhéuser, Briicken oder Strom-
leitungen. Die Schwingungstilger verhindern dann, dass die Schwingungen zu
Beschidigungen des Objekts fiithren, indem ein Teil der Schwingungsenergie
auf die Masse im Feder-Masse-System iibertragen wird. Uber die dadurch
angeregte, geddmpfte Schwingungsbewegung gibt die Masse diese Energie
durch Reibung als Wéarme an das Medium weiter. Ein einfaches Beispiel sind
die sogenannten Stockbridge!®-Schwingungstilger an Stromleitungen — siehe
Abbildung 30. Es handelt sich um zwei schwingungsfdhige Massen, die fest
mit einer Stromleitung iiber eine Klemme verbunden sind. Windinduzierte
vertikal laufende Schwingungen des Kabels werden zum Teil durch die beiden
Massen aufgenommen. Die Schwingungseneergie wird iiber eine luftgedampf-
te Schwingung in Warme umgewandelt.

15George H. Stockbridge, amerikanischer Ingenieur
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Abbildung 30: Stockbridge-Schwingungstilger an einem Hochspannungskabel

Die Gleichung fiir die im Szenario 29 auf m wirkenden Kréfte lautet:
mz” (t) = —kax(t) — ux'(t) + E(t),

wobei man das Vorzeichen von E beliebig wihlen kann. Man erhiélt also die
inhomogene Differentialgleichung

o+ Loy Ex = iE (71)
m m-~m

Aus technischer Sicht besonders interessant (siche oben) ist der Fall einer
periodisch wirkenden Kraft F zum Beispiel der Form

E(t) = Fysin(wt), w > 0, Fy > 0.

Fiir die weitere Diskussion betrachten wir ausschliefilich den Fall

u? ko u? — 4km

K F_pmtm
4m?2  m 4m? ’

das heifit die Masse fithrt ohne Anregung von auflen abhéngig von der An-
fangsbedingung eine geddmpfte Schwingungsbewegung

z(t) = \e® cos(bt) + Nge™ sin(bt), N € R,
aus, wobei a + bi eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

k
p::X2+£X+—
m m
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ist. Ein Koeffizientenvergleich zeigt

Im Weiteren wird der Kiirze und Einheitlichkeit der Bezeichnungen halber
wo := b gesetzt. Aus naheliegenden Griinden nennt man wq die Eigenfrequenz
des betrachteten Feder-Masse-Systems und w die Erregerfrequenc.

DER REIBUNGSFREIE FALL

Wir betrachten zunéchst den Fall ;1 = 0 ohne Reibung der Masse an einem
Medium: Es ist dann @ = 0 und die Differentialgleichung vereinfacht sich zu

F
2" + wir = =2 sin(wt) (72)
m
mit dem charakteristischen Polynom
p=X?+w= (X —wi)(X + wpi)

und daher
f1 = cos(wot), fo = sin(wot),

als Fundamentalsystem der Losungen der zuhorigen homogenen Differenti-
algleichung. Zur Losung von (72) muss zwischen zwei Fillen unterschieden
werden:

FALL w # wq: Eine spezielle Losung kann leicht erraten werden:

Fo

(R — ) sin(wt).

Ty =

Damit ist die Gesamtheit der Losungen durch

Fy

2

in(wt), e €R
m(wo _wg) Sln(w ) M1, 2

x = puy cos(wot) + po sin(wot) +

gegeben.
Nimmt man an, die Masse m befinde sich zum Zeitpunkt ¢, = 0 in Ruhe,
also ’(0) = 0, und in der Position z(0) = 0, so ergeben sich die Koeffizienten

Fow

=0, pp = ——F———+.
H1 H2 Muo(WE — w?)
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Die Losung der Differentialgleichung ist in diesem Fall also

Fo (sin(wt) — “ sin(wot)).

v m(wi — w?) wo

Das Verhalten dieser Losung wird durch das Frequenzverhéltnis

pi=—
Wo

bestimmt, das in technischen Anwendungen von besonderem Interesse ist.
Die Losung lasst sich dann auch so schreiben:

ro= mwgﬁo—pz) (Sin(Wt) - P Sin(th))
_ i : Fi .
= i) Snwt) — Sy sin(wot)
= xerr + ajeig-

Die Summanden e, und z werden als Eigen- und Erregerschwingungsan-
teil bezeichnet. Diese Darstellung legt es nahe drei Félle zu unterschieden,
wobei man ohne Einschriankung p > 0 annehmen kann:

1. p liegt nahe bei 0: In diesem Fall ist

0 . ~
t) =:
— sin(wt) =: 7,

Tr =~

das heifit die Schwingungsfrequenz der Losung ist im Wesentlichen
gleich der Erregerfrequenz. Die Anderung der Erreger-Schwingungs-
amplitude wird von den Systemgroéfien wg und m bestimmt.

In Abbildung 31 sind e, (schwarz), xeg (blau) und z (rot) im Fall
m = 0.05, Fy = 10, wyg = 10 und w = 1 dargestellt.

2. p liegt nahe bei 1: In diesem Fall ist keiner der beiden Schwingungs-
anteile vernachléssigbar. Die Eigen- und die Erregerschwingung befin-
den sich zeitweise »in Phase<, das heifit beide Schwingungen erfolgen
gleichzeitig in dieselbe Richtung, wodurch es insgesamt zu einer Am-
plitudenverstirkung kommt.

In Abbildung 32 sind e, (schwarz), ze, (blau) und z (rot) im Fall
m = 0.05, Fy = 10, w = 4 und wy = 5 dargestellt.
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Abbildung 31: Losung der Feder-Masse-Gleichung mit periodischer, erregen-
der Kraft beim Frequenzverhéltnis p = %

3. p ist »grofi<: In diesem Fall besitzt der Eigenschwingungsanteil die
p-fache Amplitude des Erregerschwingungsanteils, das heifit es gilt

Tr =~ Teigs

der Eigenschwingungsanteil dominiert das Verhalten der Losung.

In Abbildung 33 sind e, (schwarz), ze, (blau) und z (rot) im Fall
m = 0.05, Fy = 10, w = 10 und wy = 1 dargestellt. Man beachte die
durch das negative Vorzeichen von z., verursachte Phasenverschiebung
der Losung x gegeniiber dem Eigenschwingungsanteil.

Wegen
’ Fy
im ———— =0
wowo— m(wg — w?)
kann die Amplitudenverstiarkung bei wachsender Erregerfrequenz w < wy im
Fall 2 beliebig grofl werden. Man bezeichnet dieses Phédnomen als Resonanz

und es ist daher interessant den Fall w = wy zu untersuchen.

FALL w = wy: Zur Bestimmung einer speziellen Losung der Differential-
gleichung werden hier die Cramer’schen Formeln verwendet.

B cos(wot) sin(wot) B
det(W(f1, f2)) = det ( ) ) = wo,

—wp sin(wot)  wp cos(wpt

et(W () = et (g, o ) ) =T i)

Lo sin(wot)  wp cos(wot) m
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Abbildung 32: Losung der Feder-Masse-Gleichung mit periodischer, erregen-
der Kraft beim Frequenzverhéltnis p = %

>

—
et
——

[—

_—  <__

cos(wot) 0
—wp sin(wot) L2 sin(wpt

Qet(W (i, f2)s)  det (

Fir die Koeffizientenfunktionen J\; einer speziellen Losung der Form
Ts = A f1 + Ao fo gilt also

| ) _ %sin(wot) cos(wit).

E
N = _m_c?)o sin?(wot), Ay = m_(f)o sin(wot) cos(wot).

Fiir die Stammfunktionen \; zu A, ergibt sich:

o1 1
=9 (2t — —sin(2
A1 mw0(2t o sin(2wyt))
und 7
0 .9
Ay = T sin“(wot).
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Abbildung 33: Losung der Feder-Masse-Gleichung mit periodischer, erregen-
der Kraft beim Frequenzverhéltnis p = 10

Die Gesamtheit der Losungen ist also durch
Fy 1

. 1 .
x = py cos(wot) + pa sin(wot) — m_wo(it " don sin(2wyt)) cos(wot) + Wi)z sin®(wot)
0

gegeben. Entscheidend fiir die Analyse des Modells ist nun, dass alle Losun-
gen folglich die Form
Fy
2mwy

r=— t cos(wot) + xy (73)

besitzen, wobei x; eine durch
 to
dmwt = 2mwd

C = || + |p2| +

beschrinkte Funktion ist. Das Verhalten der Losung wird folglich an allen
Stellen t € R, an denen |z(t)| nicht zu klein ist, durch den ersten Summan-
den in (73) bestimmt. Die Schwingungsamplitude dieses Summanden strebt
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gegen unendlich. Da ein reales Feder-Masse-System nicht mit immer grofier
werdender Amplitude schwingen kann, bedeutet dies, dass das System nach
endlicher Zeit zum Beispiel durch Reiflen der Feder zerstort wird. Man be-
zeichnet diese Situation als Resonanzkatastrophe.

In Abbildung 34 ist die Losung fiir den Fall m =1, Fp =1, w = wy = 1
und p; = pe = 0 dargestellt.

Abbildung 34: Schwingung des Feder-Masse-System im Fall w = wy

EINBEZIEHEN DER REIBUNG

Im bislang diskutierten Fall gab es keine Reibung am Medium, weswegen das
erhaltene Modell nicht realitdtsnah ist. Wir wenden uns daher dem Fall 1 # 0
zu. Die direkte Anwendung der Cramer’schen Formeln zur Bestimmung ei-
ner speziellen Losung fithren in diesem Fall allerdings zu sehr umfangreichen
Rechnungen. Diese kann man durch >»Komplexifizierung< und Verwenden
einer Ansatzfunktion fiir die Losung vermeiden: Man schreibt die Differenti-
algleichung (71) zunéchst in komplexer Form

k F
x"—l—ﬁx’—l——x:—o
m m m

et (74)
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der Imaginérteil der rechten Seite ist dann gleich der erregenden Kraft FE.
Folglich werden wir komplexe Losungen der Gleichung (74) ermitteln und
deren Imaginérteile betrachten. Diese sind reelle Losungen - siehe (K.4). Der
Losungsansatz

r=ce™ ceC

fithrt zu
c(iPw? + uzw + k) el
m
Mit £ = wd + % ergibt sich
. Fy it _ Fo(wd — w? + W - Lwi)
m(wd — w? + o5 + L) m((wg — w? + £55)2 + £02)

Gemaéf unseres Ansatzes sind wir nur am Imaginérteil von x interessiert:

2
Fo(—4& Fo(w2 —w?+ 45 .
zs=Im(z) = b(Cye) cos(wt) + bl 5 4’”2)2 sin(wt)
(W=t ) 2 02) (W=t )4 D 02)

— kK (=mw)? (WO_W +4m2) sin(wt
= b +
\/((wo—w2+ 22 g ity S+ 0)

1 .
= - sin(wt + ¢),
B \/<wo Wit )24 £y 0 (wt+9)

wobei man die trigonometrische Identitét

A
Asin(wt + ¢) = Ay cos(wt) + Agsin(wt), A =/ A? + A3, tan(¢) = A—l
2
benutzt.
Jede Losung der Differentialgleichung
4 k

7+ —z = ~sin(wt).
m m m

,Z'// +
besitzt folglich die Form
T K.
x = e 2" cos(wot) + poe” 2m’ sin(wopt) +

mit gewissen p; € R. Fiir hinreichend grofle ¢ sind die ersten beiden Sum-
manden wegen des Dampfungsterms e~ 2m? >klein<. Man erhilt also:

e Jede Losung x verhélt sich nach hinreichend langer Zeit wie die spezielle
Losung x,.
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e Eine periodische, erregende Kraft versetzt das Feder-Masse-System lang-
fristig in Schwingungen der Erregerfrequenz, die gegeniiber der erre-
genden Schwingung phasenverschoben erfolgen. Die Amplitude dieser
Schwingungen héngt in komplexer Weise von der Erregeramplitude, der
Masse, dem Reibungskoeffizienten, sowie Eigen- und Erregerfrequenz
ab.

In technischen Kontexten ist es interessant und wichtig die Abhéngigkeit
der Schwingungsamplitude von der Erregerfrequenz zu untersuchen, also die

Funktion )

Fy
m 2 2 ERVE
\/(WO—UJ +m) +WW

Insbesondere ihre Maxima sind von Interesse. Differenzieren der Funktion
liefert:

Alw) =

(75)

dA  Fy —4W} 0+ £ + 285w
dw 2m \/((w(z) w4 %)2 + 7/;_22&}2)3

Nullsetzen der Ableitung liefert den im vorliegenden Fall irrelevanten, kriti-
schen Punkt w = 0, sowie

2 2
—4(wi —w? + f—mQ) + 2% =0,
also ist
' 0 4m?2 4m? 4m? m  2m?2

ein kritischer Punkt, falls % > %, und dort liegt ein Maximum der Ampli-

tudenfunktion. Wir halten fest:
e Die Amplitudenfunktion A(w) ist bei »starker< Reibung am Medium
(2mk < p?) eine streng monoton fallende Funktion der Erregerfrequenz
w.

e Bei »schwacher< Reibung (2mk > p?) besitzt A(w) ein Maximum bei
einer Frequenz wr < wy. Man bezeichnet wg als Resonanzfrequenz des
Systems.

Die Resonanzfrequenz besitzt in technischen Systemen eine grofie Be-
deutung, da Schwingungen bei der Resonanzfrequenz Amplituden be-
sitzen kénnen, die ein System zerstoren.
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Abbildung 35: Erregerfrequenzen und Schwingungsamplituden

Die Abbildung 35 zeigt den Graphen der Funktion A(w) im Fall m =1,
Fy = 1 und fiir verschiedene Werte von k£ und pu:

k \ 1 \ Wo \ WR \ Farbe/Stil
0.3]0.9|0.3122... - griin/durchgezogen
0.3 | 0.5 | 0.4873... | 0.4183... | griin/durchbrochen
0.3 | 0.3 ] 0.5267... | 0.5049... griin /punktiert

4 0.5 | 1.9843... | 1.9685... | blau/durchgezogen

4 10.3|1.9943... | 1.9887... | blau/durchbrochen

4 10.1]1.9993... | 1.9987... blau/punktiert

9 |0.3]2.9962... | 2.9924... | rot/durchgezogen

9 |0.12.9995... | 2.9991... | rot/durchbrochen
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4 Systeme von DGLen erster Ordnung

4.1 Motivation und Grundbegriffe

In einem 6kologischen System kommt es zu Wechselwirkungen zwischen ver-
schiedenen Pflanzen- oder Tierarten. Ein Beispiel fiir eine solche Wechselwir-
kung ist die Réduber-Beute-Beziehung: Die Individuen einer bestimmten Art
ernéhren sich von den Individuen einer zweiten Art. Die zeitlichen Entwick-
lungen der Populationen beider Arten sind also miteinander gekoppelt.

Der amerikanische Biologe C. B. Huffaker'® hat zur Erforschung dieser
Kopplung systematische Versuche mit im Labor isolierten Milbenpopula-
tionen durchgefithrt — siehe [Huf]. Als Beutetier betrachtete er dabei die
Spinnmilbe Fotetranychus sexmaculatus (Abbildung 36, links), die sich auf
Orangen ziichten lésst, von denen sich die Milben saugend erndhren. Die
Raubmilbe Typhlodromus occidentalis (Abbildung 36, rechts) erndhrt sich
von diesen Spinnmilben: Eine Raubmilbe erbeutet 5 bis 15 Spinnmilben pro
Tag.

Abbildung 36: Eotetranychus sexmaculatus und Typhlodromus occidentalis
(GroBe beider Arten ca. 0.4 mm)

Um moglichst realistische Bedingungen im Labor nachzustellen verwen-
dete Huffaker Arrangements von Orangen, die iiber Papierstege miteinander
verbunden waren, sodass die Milben auch Wanderungsbewegungen ausfiihren
konnten. Weiter wurden die Orangen in einem solchen Arrangement teilweise
durch Gummibaélle ersetzt oder mit holzernen Hindernissen versehen, um die

16Carl Barton Huffaker, amerikanischer Biologe, Okologe und Entomologe, 1914-1995
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in der Natur vorhandene ungleiche Verteilung von Nahrungsressourcen zu
simulieren. Die Abbildung 37 zeigt ein solches kiinstliches Okosystem.

Abbildung 37: Kiinstliches Okosystem im Huffaker-Experiment

Nach dem Einbringen von Spinn- und Raubmilben in ein kiinstliches Oko-
system beobachtete Huffaker die zeitlichen Entwicklungen der beiden Po-
pulationen iiber mehrere Monate. Hierzu wurden die Milbenanzahlen in re-
gelméfligen Abstinden mit Hilfe eines Mikroskops ausgezahlt. Die Abbildung
38 zeigt eine mit Markierungen versehene Orange aus Huffakers Experimen-
ten; die markierten Areale dienten als Hilfe beim Zahlen der Milben.

Abbildung 38: Orange mit Auszihlungsarealen

Eine der von Huffaker in seinen Experimenten beobachteten Populations-
entwicklungen ist in Abbildung 39 zu sehen. Diese werden durch artspezi-
fische Parameter beeinflusst: Der Zeitraum zwischen Eiablage und der Ge-
schlechtsreife der geschliipften Milben betrigt fiir die Raubmilbe etwa 7-8
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Tage und fiir die Spinnmilbe etwa 10 Tage. Die Lebensdauer einer Raubmil-
be betrdgt etwa 30 Tage; in diesem Zeitraum legen die weiblichen Tiere im
Mittel 21 Eier. Spinnmilben haben eine Lebensdauer von etwa 20 Tagen und
weibliche Tiere legen in ihrer Lebensspanne etwa 32 Eier.
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Fig. 18. Three oscillations in density of a predator-prey relation in which the predatory mite, Typhlodromus occidentalis, preyed upon the
orange feeding six-spotted mite, Eotetranychus sezmaculatus,

Abbildung 39: Rauber-Beute-Wechselwirkung in Milbenpopulationen

Eine Kopplung der Populationsentwicklungen ist in Abbildung 39 deutlich
zu erkennen: Einem Anwachsen der Spinnmilbenpopulation folgt stets mit
einem zeitlichen Nachlauf ein Anwachsen der Raubmilbenpopulation, das
wiederum zur Dezimierung der Spinnmilbenpopulation fiihrt.

Die Erkenntnisse aus den Populationsstudien sind iibrigens sehr niitz-
lich: Da Eotetranychus sexmaculatus als Schidling in Obstplantagen auftritt,
kann man durch gezielte Verbreitung Typhlodromus occidentalis als biologi-
sches Schidlingsbekdmpfungsmittel verwenden. Die Raubmilben werden zu
diesem Zweck geziichtet und verkauft.

Wie im Fall einer einzigen Population kann man versuchen die Popula-
tionsgrofen in einer Réuber-Beute-Beziehung mit Hilfe von Differentialglei-
chungen zu modellieren: Es seien also xp und xg die zeitabhéngigen Popu-
lationsgroflen der Beute- und Réauberpopulation, von denen man annimmt,
dass sie nach der Zeit t differenzierbar sind. Wie bei den friither betrachteten
Populationsmodellen wird angenommen, dass die Beutepopulation in einem
kleinen Zeitraum proportional zur aktuell vorhandenen Population und zum
Zeitraum A selbst wéchst:

SL’B<t + A) - QZB(t) = ’)/BSCB(t)A
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Von der Wachstumsrate vg wird angenommen, dass sie linear mit der Anzahl
vorhandener Rduber zusammenhéngt:

7B = QB — ﬂBiUR(t),

wobel ag > 0 die Wachstumsrate bei nicht vorhandenen R&ubern ist und
br > 0 den Einfluss der Rduberpopulation auf diese Wachstumsrate quanti-
fiziert. Insgesamt ergibt sich die Gleichung

IB(t + A) - IB(t> - OéB.TB(t)A — BB.TB(t)J,’R(t)A

Da die Rauber auf die Beuteindividuen als Nahrungsquelle angewisen sind,
wiirde sich deren Population mit einem Schrumpfungsfaktor —ag verkleinern,
wenn keine Beutetiere vorhanden wéren. Der hier positive Einfluss vorhan-
dener Beuteindividuen wird wieder linear modelliert:

(—ar + Brep(t))zr(t)A
= —agrr(t)A+ Brrp(t)zr(t)A

$R(t + A) — I‘R<t)

mit Konstanten ag, g > 0.
Division beider Gleichungen durch A und Grenziibergang fithrt zu den
miteinander gekoppelten Differentialgleichungen

Tp = apTp — BRTBTR (76)
¥y = —agrr+ BrTpTr.

Zu Ehren der Wissenschaftler Alfred Lotka!” und Vito Volterra'® wird das
Differentialgleichungssystem (76) als Lotka-Volterra-Modell der Réuber-
Beute-Interaktion bezeichnet.

Mit den bislang vorhandenen Mitteln ist es nicht mdoglich dieses Diffe-
rentialgleichungssystem zu losen oder wenigstens qualitative Aussagen iiber
seine Losungen zu machen. Immerhin kann man aber das Polygonzugver-
fahren verwenden, um sich einen (natiirlich mit Vorsicht zu betrachtenden)
Eindruck von Losungen zu verschaffen. (Der Leser vergewissere sich, dass das
Verfahren fast wortlich auf den vorliegenden Fall zweier gekoppelter Diffe-
rentialgleichungen ibertragen werden kann.)

17Alfred James Lotka, Chemiker und Mathematiker, 1880 — 1949
18Samuel Giuseppe Vito Volterra, italienischer Mathematiker, 1860 — 1940
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Das Ergebnis des Polygonzugverfahrens im Fall der Systemkoeffizienten
ap=ar=0p=pPr=1
ist fiir die Anfangsbedingungen
xp(0) = 1.5, zx(0) = 0.5

in Abbildung 40 dargestellt.

2.5 T T T T T T T
2

Abbildung 40: Ndherungslosungen eines Lotka-Volterra-Modells
Das im Fall der Milbenpopulationen im Experiment beobachtete Verhal-

ten der zyklischen, phasenversetzten Populationsschwankungen wird von dem
Modell reproduziert.
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Durch Abstraktion von dem gerade diskutierten Beispiel gelangt man zu
folgenden Begriffen: Ein explizites (gewéhnliches) Differentialgleichungssys-
tem erster Ordnung ist durch Gleichungen der Form

.73/1 = fl(t,l'l,...,l’n)
xTh = txy,..., Ty

2 = fz( 1 ) (77)
= falt,z1,...,x)

gegeben, wobei f;, : D — R Funktionen mit einem gemeinsamen Definitions-
bereich D C R™*! sind.
Eine Ldsung des Systems (77) besteht aus differenzierbaren Funktionen

xp: I =R, ke{l,...n},
mit den Eigenschaften:
e [ C R ist ein Intervall,
e fiiralle t € [ ist (t,21(t),...,2,(t))T € D,
o fiirallet € [ und k € {1,...n} gilt z}.(t) = fr(t,z1(t),...,xu(t)).

Ein Anfangswertproblem zum Differentialgleichungssystem (77) ist die
Vorgabe von Bedingungen

z1(to) = To1,s -+, Tulto) = Tom, (o, Toa,--- 7$0,n)T €D, (78)

die eine Losung von (77) erfiillen soll.

Durch konsequente Betrachtung vektorwertiger Funktionen kann man die
gerade eingefiihrten Begriffe so fassen, dass formal kein Unterschied zum
Fall einer expliziten Differentialgleichung erster Ordnung mehr besteht: Die
Funktionen fi : D — R, k € {1,...n}, definieren eine Abbildung

f:D =R (t,xy,...,0)" = (filt, 21, ... 20), ..o, fult, 2y, .. )T

Eine Losung =y, : I — R, k € {1,...n}, des Differentialgleichungssystems
(77) liefert analog eine differenzierbare Abbildung

r: I =Rt (21(t),...,2,(1)" (79)
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fiir die gilt:
¥ = f(t,z). (80)
Erfiillt die Losung zusétzlich die Anfangsbedingungen (78), so gilt

.I'/(to) = Xg :— (‘TOJ, . ,.Z'O’n>T. (81)

Umgekehrt liefert jede differenzierbare Funktion (79), die die Gleichung (80)
(und (81)) erfiillt, eine Losung des Differentialgleichungssystems (77) (und
der Anfangsbedingungen (78)).

Im eingangs eingefiihrten Fall des Lotka-Volterra-Systems gilt zum Bei-

spiel:
aprp — BpTRTR
t —
J(t 25, 2n) ( —QRTR + BRTBTR ) ’

wobei f den Definitionsbereich D = R? besitzt, und Losungen haben die

Form 0

B t

z(t) = .
®) < rr(t) )

Man erkennt, dass man eine Losung nun als Kurve in der Ebene visualisie-
ren kann, wobei anders als im Fall einer einzelnen Differentialgleichung die
Variable t nicht mehr explizit in der Visualisierung in Erscheinung tritt: z(t)
ist eine Parameterdarstellung einer Kurve. Die in Abbildung 40 dargestellten
Néherungslosungen wirken periodisch. Falls dies fiir die exakten Loésungen

x(t) zutrifft, so ist die zugehorige ebene Kurve C' C R? geschlossen, das heifit
sie lauft wie etwa der Kreis in sich zuriick.

4.2 Grundlagen linearer DGL-Systeme

In diesem Abschnitt werden die im Abschnitt 2.3 betrachteten linearen Dif-
ferentialgleichungen verallgemeinert und es wird begonnen, die so definierte
Klasse von Differentialgleichungssystemen zu untersuchen. Wie im Fall linea-
rer Differentialgleichungen héherer Ordnung kommt man nur durch voriiber-
gehendes >Komplexifizieren< zu befriedigenden Ergebnissen — man rekapi-
tuliere die entsprechenden Ausfithrungen aus dem Abschnitt 3.2. Im Un-
terschied zu diesen muss nun allerdings mit vektor- und komplexwertigen
Abbildungen gearbeitet werden.
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Um Sachverhalte effizient formulieren zu kénnen wird im Weiteren das
Symbol K fiir den Korper R der reellen Zahlen oder den Kérper C der kom-
plexen Zahlen verwendet, wenn eine Aussage fiir beide Koérper gemacht wer-
den soll.

DEFINITION 4.1: Ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung tber K ist ein Differentialgleichungssystem der Form

SL’ll = a1+ a9 + ...+ a,x, + bl
13/2 = a91T1 + A2%9 + ...+ A2pTy + b2

/
T, = ani + p2%2 + ...+ AppTy + bna

wobei a;j : I — K und b; : I = K auf einem Intervall I definierte Funktionen
sind.

Gilt b; = 0 fiir alle 1, so spricht man von einem homogenen Differential-
gleichungssystem, ansonsten von einem inhomogenen.

Sind die Funktionen a;; alle konstant, so spricht man von einem linearen
Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

Nutzt man die im letzten Abschnitt eingefiihrte vektorielle Schreibweise
von Differentialgleichungssystemen und fiihrt die matrixwertige Funktion

au(t) R aln(t)
AT 5 K™t ; ; : (82)
an1(t) -+ apn(t)

sowie die vektorwertige Funktion
b:l — K"t (bi(t),..., bu(t)"
ein, so kann man ein lineares Differentialgleichungssystem kurz als
¥ =Ax+0b (83)

schreiben. Das Matrix-Vektor-Produkt und die Summe sind dabei selbst-
verstandlich punktweise zu verstehen, da mit Funktionen gerechnet wird.
Es stellen sich die nun schon zur Routine gewordenen Fragen:

e Besitzt ein lineares Differentialgleichungssystem Lésungen?
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e Sind diese durch Anfangswerte eindeutig bestimmt?
e Wie berechnet man die Losungen gegebenenfalls?

Bevor wir uns der systematischen Untersuchung von linearen Differential-
gleichungssystemen zuwenden, wird im Folgenden ein einfaches Losungsver-
fahren fiir >kleine< Systeme mit konstanten Koeffizienten angegeben. Dieses
Verfahren ist auch deswegen interessant, weil es eine Verbindung zwischen
linearen Differentialgleichungssystemen und linearen Differentialgleichungen
hoherer Ordnung aufzeigt.

DAS ELIMINATIONSVERFAHREN

Das im Folgenden beschriebene Verfahren kann man nur zur Loésung von
linearen Differentialgleichungssystemen

¥ =Ax +0b, AcR™™,

bei »kleinem< n anwenden, also etwa n < 4, weil es fiir groe n zu unhandlich
ist und weil stédrkere Voraussetzungen als notwendig gemacht werden miissen,
wie sich im Verlauf der Diskussion zeigen wird. Das Verfahren wird hier im
Fall n = 2 exemplarisch dargestellt.

Man betrachte also

113/1 = 1171 + a12T9 + bl (84)

I/Q = Q911 + Q92x9 + bQ (85)

mit stetig differenzierbaren Funktionen b; : I — R und by : I — R.
Es ist notwendig verschiedene Félle separat zu diskutieren.

e Rang(A) =0 also A = (a;;) =0:
Die Losungen konnen unmittelbar angegeben werden:

t t

$1:/b1(7)dT+C1, ZCQI/bQ(T)dT+C2, toEI,Cl,CQGR;

to to

offenbar wird hier nur die Stetigkeit der Funktionen b; benétigt. Uber
die Wahl von ¢y und ¢y, ¢o kann man auch vorgegebene Anfangsbedin-
gungen eindeutig erfiillen.
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e Rang(A) =1 und eine der beiden Zeilen von A ist 0:

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die
erste Zeile gleich 0 ist und erhélt

t
I = /bl(T)dT+Cl, t() c I,Cl € R.
to
Einsetzen dieser Stammfunktion in die Gleichung (85) liefert eine linea-

re Differentialgleichung erster Ordnung, die mit Satz 2.17 geldst werden
kann. Anfangsbedingungen kénnen eindeutig erfiillt werden.

Zur Losung wird nur die Stetigkeit der Funktionen b; benotigt.

e Rang(A) = 1 und beide Zeilen von A sind ungleich 0:

Ohne Einschrankung kann man annehmen, dass die zweite Zeile ein
Vielfaches der ersten ist.

Durch Subtraktion eines Vielfachen der Gleichung (84) von (85) ergibt
sich
xh = Na} —by) + by
mit einem A € R, also
t ¢
$2:)\I'1—>\/b1<T>d7'+/b2+C, tOEI,CER. (86)
to to
Einsetzen in die Gleichung (84) liefert eine lineare Differentialgleichung
fiir 1, die mit Satz 2.17 gelost werden kann.

Einsetzen der erhaltenen Losungen z in (86) liefert die Losungen xs.
Anfangsbedingungen legen die Losungen wieder eindeutig fest.

Zur Losung wird nur die Stetigkeit der Funktionen b; benttigt.
e Rang(A) =2:

Ist agy; = 0, so ist die Gleichung (85) eine lineare Differentialgleichung
fiir w9, die mit Satz 2.17 gelost werden kann. Einsetzen der Lésungen
in (84) liefert jeweils eine lineare Differentialgleichung fiir 2. Damit ist
das System bei gegebenen Anfangsbedingungen eindeutig 16sbar. Zur
Losung wird nur die Stetigkeit der Funktionen b; benotigt.
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Sei nun ag; # 0. Zweimaliges Differenzieren und wiederholtes Einsetzen
liefert

Ty = anT) + anry + b

a9 (1121 + 1222 + by) + agexh + bl

A21011T1 + G21A12T2 + CLQQIE’z + b,Q + Clzlbl

aglana—il(l'é — Q99T9 — bg) + a91012%2 + (12233'/2 + bIQ + 06211)1
= (a1 + axn)rh + (a12a21 — a11a22)T2 + by + a21by — a11bs.

Die Funktion x5 ist also Losung der im allgemeinen inhomogenen, linea-
ren Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

xhy — Spur(A)z, + det(A)xy = by + a by — ay1bs. (87)

Ist die rechte Seite stetig, also zum Beispiel falls b; stetig und by ste-
tig differenzierbar ist, so kann diese Differentialgleichung mit Hilfe der
Ergebnisse des Abschnitts 3 gelost werden, Bei Vorgabe eines Anfangs-
wertes z2(ty) = xg 2 ergibt sich der Anfangswert

/
xh(to) = a21T01 + a22To2

fiir die erste Ableitung von xy, womit die Losung eindeutig bestimmt
ist.

Hat man x5 bestimmt, so kann man x; durch Einsetzen in die Gleichung
(84) bestimmen.

BEISPIEL 4.2: Wir betrachten das System

Ty = —xy 4y et
xh = —xp+3xry—1

und suchen eine Losung x = (xy, 22)T, welche die Anfangsbedingungen

$1<0) = 0,1’2(0) =0

erfiillt. Die Teillosung x5 16st also die Differentialgleichung (87), die hier die

ry—2xhdwy=1—e%

annimmt, mit den Anfangsbedingungen

22(0) = 0, 25(0) = —21(0) + 322(0) — 1 = —1.
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Zu ihrer Losung wenden wir den Satz 3.42 an und bestimmen daher zunéchst
ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung

xy — 22 + 19 = 0.
Deren charakteristisches Polynom ist X? —2X + 1 = (X — 1), womit
fl = Bt, fg = t@t

ein Fundamentalsystem ist. Eine spezielle Losung wird mittels der Cramer’schen
Formeln errechnet:

det(W(f1, f2)) = €%, det(W(f1, fa)1) = te'(€¥ 1), det(W(f1, fo)2) = €' (1—€”),
und daher
No=te (e —1)=te —te™, Ny=eH(1 —€*) =" — e

Es ergibt sich

1 1
A = Zth(Qt —D+e(t+1), g =—"— 56%'

und damit die spezielle Losung

rs = Mfi+ Aafs
= (@ —-1)e* +t4+1—1t— jte*
= 1- 4116375.
Um die Anfangsbedingungen zu befriedigen muss das lineare Gleichungssys-
tem

W(f1(0), f2(0)) (1, p2)" = (0, =1)" — (25(0),2,(0))"

gelost werden, also
o = —
M1+ 2 = —

NNV

und damit pe = % Es folgt:

3 1 1
To = —Zet + Eté’t +1-— Z_Legt'

Einsetzen in die zweite Gleichung des Differentialgleichungssystems liefert:

3 1 3 9 3 3
—Zet + E(t +1)e" — Zegt =—x — Zet + itet +2— Ze3t,
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also
x; =te! — 2et + 2.

DIE STRUKTUR DER LOSUNGSMENGE

Die Moglichkeit ein allgemeines lineares Differentialgleichungssystem in der
Form (83) zu schreiben, motiviert dazu komplex- und vektorwertige Funktio-
nen etwas genauer zu betrachten. Die folgenden Tatsachen sind unmittelbare
Folge der Eigenschaften komplexwertiger Funktionen.

e Die Menge Fun (I,K") aller Abbildungen x : I — K", I C R, bildet
einen Vektorraum iiber K, wobei die Rechenoperationen komponenten-
und punktweise erfolgen.

Jedes x € Fun (I,K") ist durch n Komponentenfunktionen zj : I — K

gegeben:
z(t) = (1(t), ..., 2a(t)".

e Eine Funktion x € Fun (/,K") ist genau dann stetig bzw. differenzier-
bar bzw. k-mal stetig differenzierbar, wenn sdmtliche Komponenten-
funktionen xy stetig bzw. differenzierbar bzw. k-mal stetig differenzier-
bar sind.

e Die Menge C(I,K™) der stetigen Funktionen z € Fun (I,K") bildet
einen Untervektorraum von Fun (I, K").

e Die Menge C¥(I, K") der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen bil-
det einen Untervektorraum von C(7,K").

Jede matrixwertige Funktionen A : I — K"*" liefert via
Fun (I,K") — Fun (I,K"), z — Ax

eine K-lineare Abbildung. Sind alle Koeffizientenfunktionen a;; : I — K
stetig oder k-mal stetig differenzierbar oder unendlich oft differenzierbar, so
erhélt man entsprechend sogar lineare Abbildungen

C(I,K") —» C(I,K"), 2 — Ax

und

CH(I,K™) — C*(I,K"), z+— Az
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und
C*(I,K") — C>(I,K"), x — Ax.

Es ist nun ein Leichtes die folgende allgemeine Aussage iiber die Struktur der
Losungsmenge von (83) zu beweisen:

FESTSTELLUNG 4.3: 1. Die Menge IL(J) C C(J,K"™) der auf dem In-
tervall J C I definierten Losungen x : J — K™ des homogenen Diffe-
rentialgleichungssystems ' = Ax ist ein Untervektorraum von C(J,K").

2. Es sei xg:JJ — K" eine auf dem Intervall J C I definierte Losung des
inhomogenen  Differentialgleichungssystems x' = Ax + b und
Lo(J) € C(J,K™) die Menge aller auf J definierten Lésungen von
x' = Az. Dann gilt fir die Losungsmenge IL(J) des inhomogenen Sys-
tems ' = Ax + b:

L(J) = zs + Lo(J).

3. Sind die Funktionen a;; und b; simtlich unendlich oft differenzierbar, so
gilt dies auch fiir die Losungen von ' = Ax + b; insbesondere sind die
Lisungen von x' = Az im Fall A € K™ unendlich of differenzierbar.

4. In dem linearen Differentialgleichungssystem x' = Ax + b seien die
Funktionen a;; reellwertig. Dann ist die Funktion x : J — C" ge-
naw dann eine Liésung, wenn die Funktion Re(x) eine Ldsung von
' = Az 4+ Re (b) und Im (x) eine Lisung von x' = Az + Im (b) ist.

Wie im Fall linearer Differentialgleichungen héherer Ordnung lésst sich
eine Losungstheorie am einfachsten entwickeln, wenn man annimmt, dass die
Koeffizientenfunktionen a;; der matrixwertigen Funktion A konstant sind,
weil man dann Methoden der linearen Algebra einsetzen kann. Dies wird fiir
den Rest des Abschnitts angenommen.

Es ist klar, dass der Fokus der folgenden Ausfithrungen auf dem Fall reeller
Koeflizienten a,;; und Funktionen b : I — R" liegt, der komplexwertige Fall
ist wie frither nur ein technisches Hilfsmittel.
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4.3 Die matrixwertige Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion spielt bei allen bislang behandelten Typen linearer
Differentialgleichungen einer ausgezeichnete Rolle. Dies ist auch fiir lineare
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten der Fall. Aller-
dings muss die Exponentialfunktion hierzu erneut verallgemeinert werden.

Wir betrachten die Menge K™*™ der quadratischen Matrizen mit n Zeilen
und Koeffizienten im Korper K. Diese Menge trégt eine reichhaltige Struktur,
die im Folgenden ohne Beweise zu geben dargestellt wird. Die Beweise fiir
die aufgelisteten Sachverhalte finden sich in den Vorlesungen lineare Algebra,
Analysis und Numerik.

M.1 K™ " ist zusammen mit der Matrixaddition und der koeffizientenweisen
Multiplikation mit Zahlen ein Vektorraum der Dimension n? iiber K.

M.2 K™*"™ ist zusammen mit der Matrixaddition und -multiplikation ein im
Fall n > 2 nicht kommutativer Ring.

M.3 Durch

Al = [ lagl?,

.3
wird eine Norm auf K™*™ definiert. Entsprechend liefert
dy(A, B) :=||A — B||2
eine Metrik auf K»*".

M.4 Fiir die obige Matrixnorm gilt zusétzlich zu den Eigenschaften einer
Norm die Ungleichung

VA, B € K™ || AB|l» < |All2 || B2

M.5 Eine Folge (Ay)ren von Matrizen Ay = (a;;) ist konvergent genau
dann, wenn fiir jedes Paar (7, j) die Zahlfolge (a;ji)ren konvergent ist.

M.6 Der metrische Raum (K"*™, d,) ist vollsténdig.

Aus der Eigenschaft (M.4) folgt die im Weiteren mehrfach benutzte Stetigkeit
der Matrixmultiplikaton:
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FESTSTELLUNG 4.4: Fir jede Matrix C' € K™ sind die beiden Abbil-

dungen
K" — K™ X — CX

und
K"»" — K™ X — XC

stetig.

BEWEIS: Es ist zu zeigen, dass die Abbildungen stetig in jedem Punkt
Xp € K" gind. Ist C' = 0, so sind beide Abbildung die Nullabbildung und
es ist nichts zu beweisen. Im Fall C' # 0 verwendet man das e-d-Kriterium:
Ist € > 0 gegeben, so gilt fiir jede Matrix X mit [|[X — Xyl < o, Rach
(M.4) die Ungleichung

[C(X = Xo)ll2 < [[Cl2f| X = Xoll2 <e,

womit die Stetigkeit der ersten Abbildung im Punkt X, bewiesen ist.
Die zweite Abbildung wird analog behandelt. a

Mit diesen wenigen Zutaten kann man bereits den Begriff der konvergen-
ten Reihe von Matrizen einfiihren:

DEFINITION 4.5: Es sei (A;)ien eine Folge von Matrizen in K™*™. Die
Folge

> Aiken (88)

i=1
bezeichnet man als unendliche Rethe von Matrizen und verwendet dafiir auch

das Symbol
i=1

die Glieder der Folge (88) nennt man die Partialsummen von (89).

FEine Reihe (89) heifst konvergent, falls die Folge (88) der Partialsummen
konvergiert.

Fine Reihe (89) heifit absolut konvergent, falls die unendliche Reihe

> Il (90)

reeller Zahlen konvergiert.
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Mit der folgenden Feststellung verschafft man sich sofort eine erhebliche
Anzahl von Beispielen konvergenter Reihen von Matrizen:

FESTSTELLUNG 4.6: Jede absolut konvergente Reihe von Matrizen ist

konvergent.

o0
BEWEIS: Es sei ) A; eine absolut konvergente Reihe von Matrizen. Da
i=1
K"™*™ vollstandig ist, geniigt es nachzuweisen, dass die Folge der Partialsum-
men eine Cauchyfolge ist, das heifit

k ¢
Ve>0In eNVEL>n [|Y A= Al <e

i=1

gilt. Sei also € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung gibt es dann ein n € N

derart, dass
k ¢
Ve 0>n | (Al =D Aill2| < e
i=1 i=1

gilt. Nun ist aber

IIZ;A ZAII2—|IZA||2 ZIIAIIQ,

i=0+1 i=0+1

wobei man ohne Einschrinkung k£ > ¢ annimmt. Dies beweist die Behaup-
tung. O

BEISPIEL 4.7 (GEOMETRISCHE REIHE FUR MATRIZEN): Man betrachtet

oo
eine Matrix A € K™ "mit ||A||; < 1. Dann konvergiert die Reihe Y || Ao,
1=0

da ||AYl2 < ||A])% gilt und folglich Z | A]|% eine konvergente Majorante zur
letzteren ist. Es folgt, dass die Relhe

>
=0

absolut konvergiert. Ihr Grenzwert B € K™*™ ldsst sich bestimmen: Fiir alle
n € N gelten die Gleichungen

(E—A)(iAl — E— A"t = ZA‘ )(E — A).
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Da die Matrixmultiplikation nach Feststellung 4.4 stetig ist, folgt:

lim (E — A)(i Al = (E—A) lim (3" A7)

= (E-A)B.
und analog

Tim (3 AY(E — A)) = BE - A)

Andererseits bilden die Summanden einer konvergenten Reihe eine Nullfolge,
wie unmittelbar aus dem Cauchykriterium folgt. Also gilt

lim (E — A" = E,

n—oo
woraus insgesamt
B=(E—- A"

folgt. Insbesondere ist der Grenzwert stets eine invertierbare Matrix.
Konkret besitzt zum Beispiel die Matrix

-

||A||—\/1+1+1+1<1
> NV4 "9 16 T2 T

Das Anwenden der obigen Einsichten liefert dann

i i1 48 —20
T _ —1 — 5 3 —
;A (E - A) 60( S ) ( =30 )

=N [ =
Yo |

die Norm

2

<&

Wir sind nun in der Lage eine matrixwertige Exponentialfunktion ein-
zufithren:

SATZ 4.8: Die Abbildung

o

1 .

nxn nxn X . Ty

K — K" X e = E i!X
=0

st wohldefiniert und besitzt die folgenden Figenschaften:
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1. " =F,
2. VXY e K" XY =YX = Xt =eXe¥,
3. VX e K Xe X = F.
Die oben definierte Abbildung bezeichnet man als Matrizerponentialfunktion.

BEWEIS: Es gilt [|£X|s < £]| X5, womit die Reihe

[e.e]

1 i
> Sl = el ¥1e

=0

eine konvergente Majorante von

> =X
=0

ist, woraus wiederum die Konvergenz der definierenden Reihe fiir eX folgt.
1.Esgilt e =1-0"= E.
2. Der in der Analysisvorlesung gegebene Beweis kann wortlich {ibernom-
men werden. Ein zentraler Punkt in diesem Beweis ist die Anwendung des
binomischen Satzes

(X +Y)" = Zm: <TIZ> xkymk.

k=0
Dieser gilt mit demselben Beweis auch fiir Matrizen, allerdings muss man
die verschiedenen, beim Ausmultiplizieren auftretenden Monome X?Y7 und
Y7 X? zusammenfassen kénnen. Dies kann man nur fiir vertauschbare Matri-
zen X,Y.
3. Dieser Punkt folgt aus den Punkten 2 und 1, da die Matrizen X und
— X vertauschbar sind. O

BEMERKUNG: Man beachte, dass aus Punkt 3 die interessante Eigen-
schaft folgt, dass e® stets eine invertierbare Matrix ist. Dies entspricht der
Nullstellenfreiheit der reellen Exponentialfunktion.

SATZ 4.9: Es se1 A € K™". Dann ist die Funktion

R — K™, ¢ e

differenzierbar und es gilt



BEWEIS: Man mache sich zunéchst klar, dass Differenzierbarkeit fiir eine
matrixwertige Funktion kein neuer Begriff ist: Diese ist, wie im Fall vek-
torwertiger Funktionen, komponentenweise (hier also koeffizientenweise) zu
verstehen. Im Fall K = R wird dies in der Analysis-Vorlesung behandelt. Im
Fall K = C wurde ein kurzer Abriss in Abschnitt 3.2 gegeben. In jedem Fall
kann man den Differenzenquotienten zur Definition der Ableitung benutzen,
da die betrachteten Funktionen eine reelle Variable besitzen.

Es gilt dann fiir 5 € R

A(t0+h) _ eAto eAto eAh _

Ato Ah __
e e At € E

h - h - T
wobei man die in Satz 4.8 gelisteten Eigenschaften der Exponentialfunktion
benutzt. Man beachte auch, dass wegen der Nichtkommutativitdat der Matrix-
multiplikation auf die Reihenfolge von Faktoren etwa beim Ausklammern zu
achten ist.

Nach Definition ergibt sich weiter

L = LT HAn) - B)

In der letzten Gleichung benutzt man die Stetigkeit der Multiplikation mit
einer Zahl.
Damit ergibt sich fiir die Ableitung

(A(ty) = lim otz

o0
= eAolim(Y LARTY
h—0 1"

1=

)
= 03 lim(F ARY),

wobei in der dritten Gleichung die Stetigkeit der Matrixmultiplikation (Fest-

stellung 4.4) und in der letzten Gleichung die noch zu beweisende gleichmé&8i-

ge Konvergenz der Reihe - 5 A'h"~! benutzt wird.
i=1
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Fiir ¢ > 1 gilt
1 . .
lim (= A°R*1) = 0,

h—0" 4!

womit sich insgesamt die Behauptung (e?*)'(tg) = e4% A ergibt.

Die zweite Gleichung wird genauso bewiesen; man klammert anfangs et
einfach nur nach rechts aus.

Nun zur noch offenen gleichméfigen Konvergenz: Die Reihe

- 1 i i—
Z;HAHZW ' (91)
i=1

ist eine konvergente Majorante zu der in Rede stehenden Reihe. Thre Grenz-
werte sind die Grenzwerte der Potenzreihe

1 i i1
S Al
i=1
beit = |h|. Da Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzbereichs gleichméfig

konvergieren, gilt dies auch fiir die Reihe (91) und damit fiir - FA'A. O
i=1

Mit Hilfe der matrixwertigen Exponentialfunktion kann die Losungsmen-
ge homogener Differentialgleichungssysteme nun vollstédndig beschrieben wer-
den:

SATZ 4.10: Die Losungen eines homogenen Differentialgleichungssystems
2= Ax, A€ R, sind auf R definiert und fiir die Losungsmenge gilt

L(R) = {e*v : v € R"}.

Insbesondere besitzt L(R) die Dimension n.

Jedes AWP der Form
¥ = Az, z(ty) = x0
besitzt die eindeutige Losung x = eAtt0) g

BEMERKUNG: Man beachte die Analogie dieses Satzes mit der Aussage,
dass die Losungen der Differentialgleichung ' = Az genau die Funktionen
xr = ceM, ¢ € R, sind.
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BEWEIS: Nach Satz 4.9 gilt fiir x := e4o:
2’ = (eMv) = Aev = Aux;

hierbei verwendet man die folgende, einfach nachzurechnende Verallgemeine-
rung der Produktregel: Ist B : [ — K™*" eine differenzierbare, matrixwertige
Funktion und x : I — K" eine differenzierbare, vektorwertige Funktion, so
ist die vektorwertige Funktion Bx differenzierbar und es gilt

(Bz)' = B'x + Bx'. (92)

Sei andererseits x eine beliebige Losung von ' = Az. Dann gilt nach der
Produktregel (92) und Satz 4.9 fiir die Funktion y := e~ 4tx:

Y = e M(—A)x+e M = e M (—A)x + e MAr = e M ((—A)x + Ar) = 0,

womit y konstant ist. Es folgt = e4'y mit y € R™, wie angestrebt.

Die Aussage zur Dimension folgt aus der Tatsache, dass e fiir jedes ¢ in-
vertierbar ist. Daher sind die vektorwertigen Funktionen ax(t), k € {1,...,n},
die sich aus den Spalten von e ergeben, linear unabhingig iiber K.

Nach Satz 4.8 gilt e“% = Ev = v, woraus die Behauptung zu den AWPs
folgt. a

Der obige Satz ist zwar theoretisch befriedigend, liefert aber fiir die kon-
krete Berechnung von Losungen zu wenig Information: Im Allgemeinen kénnen
die Werte der Exponentialfunktion e4* namlich nur numerisch berechnet wer-
den. Bei der numerischen Berechnung von Werten der Matrixexponential-
funktion ist wegen des Konvergenzverhaltens der Exponentialreihe allerdings
grofle Vorsicht geboten — siehe hierzu den Artikel [M-L].

BEISPIEL 4.11 (ENTKOPPELTE SYSTEME): Wir betrachten ein DGL-
System in Diagonalform, das heif3t

wobei D eine Diagonalmatrix ist. Komponentenweise ausgeschrieben lautet
das System dann:
/ /
ry =dy1, ..., %, = d, Ty,

wobei dy,...,d, € R die Diagonalelemente von D sind. Da die Gleichun-
gen des Systems nicht gekoppelt sind, kann man die Losungsmenge direkt
angeben, namlich:

L(R) = {(cie™, ... che™) T i ¢cy,... ¢, € R}
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Zu diesem Ergebnis kommt man auch durch Anwendung von Satz 4.10: Fiir
die Diagonalmatrix D ist nimlich D! eine Diagonalmatrix mit den Diagonal-
elementen d; und folglich ist

[e.e]

P = 3§Dy
dt 0 0 - 0\
. 0 dot 0 --- 0
— Zo 00 dt o 0
0 0 0 dnt
> L(dyt) 0 0 0
=0
0 > L (dot) 0 0
1=0
= 0 0 X f(dat) 0
=0
0 0 0 s L (dyt)t
=0
et 0 0 0
0 e®t 0 0
_ 0 0 ebt 0
0 0 0 elint

<&

BEISPIEL 4.12 (NILPOTENTE KOEFFIZIENTENMATRIX): Die Matrix
A € R™™ heifit nilpotent, falls A™ = 0 fiir ein m € N gilt. In diesem
Fall kann man die Matrixexponentialfunktion exakt berechnen:

1
(m—1)!

Damit lasst sich auch jede Losung des DGL-Systems 2’ = Ax in geschlossener
Form angeben:

1
e = F+ At + 5Ath +..+ A ymel

1 1
lL‘(t) = eAtU =0v+ Avt + §A2fut2 + ...+ mAmflvtmfl.
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BEISPIEL 4.13: Das AWP

ry = x1+2x9, x1(0)=0
xh = 6x1 —3xe, x2(0) =4

soll sowohl mit dem Eliminationsverfahren als auch numerisch gelést werden.
Fir die Koeffizientenmatrix A des Systems gilt Spur(A) = —2 und
det(A) = —15. Folglich ist die Teillosung x5 eine Losung der Differential-
gleichung
xy + 225 — 1529 = 0;

siehe (87). Fiir das charakteristische Polynom dieser Differentialgleichung gilt
p(X)=X?4+2X —15= (X +5)(X — 3),

5

womit f; := €3, f, := e ein Fundamentalsystem der Lésungen ist. Es gilt

also

Ty = )\63t +,LL€_5t,

wobei aus der Anfangsbedingung z5(0) = 3 die Gleichung

At pu=4
folgt. Die zweite Differentialgleichung liefert auBerdem z,(0) = —12 und
daher
3\ —bHu = —12.

Dies ergibt A =1 und p = 3 also
Ty = 3 + 3e7 7.
Einsetzen in die erste Differentialgleichung ergibt
ot =z + 2 + 67,

eine inhomogene, lineare Differentialgleichung, die sich mit Satz 2.17 leicht
16sen lésst:

3t 5t

T =e e

Die Graphen der beiden Teillosungen sind in Abbildung 41 in schwarzer Farbe
(x1 durchgezogen, x5 gestrichelt) dargestellt.
Nun zur numerischen Losung: Nach Satz 4.10 ist die Losung des obigen
AWP
(21, 29)T = e(0,4)T.
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Um Niherungslosungen zu erhalten wird die Exponentialreihe fiir e#* nach

dem quadratischen Term abgebrochen; die Graphen der zugehorigen Néhe-
rungen
(21,22)" = (E+ At +3A4%%)(0,4)"
= (0,4)T + A(0,4)Tt + LA%(0,4)T ¢*
(0,4)7 + (8, —12)Tt + (—8,42)T 2
= (8t —8t%,4 — 12t + 42t*)T

sind in Abbildung 41 in roter Farbe dargestellt ((£; durchgezogen, 5 gestri-
chelt). <&

ol ———T

-0.3 0.1 02 0.3 0.4

Abbildung 41: Vergleich numerischer Losungen aus dem Beispiel 4.13
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4.4

Die Eigenwertmethode

Konkrete, nicht triviale Losungen eines homogenen Differentialgleichungssys-

tems

= Ax, A e R™"

konnen aus den Eigenwerten und -vektoren der Koeffizientenmatrix A ge-
wonnen werden, wie im Folgenden gezeigt wird. Die folgenden Sachverhalte
aus der linearen Algebra sind dabei relevant:

LAS8

LAY

LA.10

Die Zahl A € K heifit Eigenwert der Matrix A € R™*", falls es einen
Vektor v € K™ \ 0 mit der Eigenschaft Av = Av gibt. Man bezeichnet
v als Eigenvektor zum Eigenwert A.

Man unterscheidet zwischen reellen (A € R) und echt komplexen
(A € C\ R) Eigenwerten von A.

Die Eigenwerte der Matrix A sind genau die Nullstellen des Polynoms
Xa(X) := det(A — X E);

man nennt x4(X) das charakteristische Polynom von A.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 3.7 gilt

XACX) = (XA o (XA (X —pin) P (X)X ) (X —25)

mit \; € R und p; € C\ R. Insbesondere besitzt jede Matrix A Eigen-
werte, moglicherweise aber keine reellen.

Ist A € C\ R ein Eigenwert von A und v ein zugehériger Eigenvektor,
so ist auch die komplex-konjugierte Zahl A\ ein Eigenwert von A und
der komplex-konjugierte Vektor v ist ein zugehoriger Eigenvektor.

Es sei nun A € R ein reeller Eigenwert von A und v € R" ein zugehoriger
Eigenvektor. Dann ist die Funktion

z:R = R", t s ve

eine Losung des DGL-Systems 2’ = Ax. Denn es gilt:

v’ = (veM) = vieM = AveM = Ax.
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Ist £ = a + b € C ein echt komplexer Eigenwert von A und v € C" ein
zugehoriger Eigenvektor, so ist

z:R— C", t— ve

aus dem gleichen Grund eine komplexwertige Losung von 2/ = Ax. Spaltet
man diese in Real- und Imaginérteil auf, so erhélt man:

Re (z) +ilm (z)" = A(Re (z) + ilm (z)) = ARe (z) + iAlm (z).
Da A reelle Koeffizienten besitzt, folgen die beiden Gleichungen
Re (z)" = ARe (z), Im (z)" = Alm (z),
das heifit die Funktionen
Re (x) = Re (v)e™ cos(bt) — Im (v)e™ sin(bt) (93)

und
Im (x) = Re (v)e® sin(bt) + Im (v)e™ cos(bt) (94)

sind reellwertige Losungen von ' = Az.

BEISPIEL 4.14: Wie betrachten erneut das DGL-System aus Beispiel 4.13

Ty = x4+ 229
IIQ = 6I‘1—3$2.

Fiir das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix ergibt sich

1 2 10
XA<X) = det<(6 _3)_X<0 1))
— (1-X)(-3-X)-12
= X?42X-15
— (X - 3)(X +5).

Die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix A sind also 3 und —5. Um einen
Eigenvektor zum Eigenwert 3 zu bestimmen, ist das lineare Gleichungssystem
Av = 3v zu l6sen. Ausgeschrieben ergibt sich

U1+2U2 = 3U1
61)1—3’02 = 31)2.
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Da dieses Gleichungssystem nach Voraussetzung(!) keine eindeutige Losung
hat, geniigt es die erste Gleichung zu betrachten, aus der sich vy = v; ergibt.
Folglich sind die Vektoren

oL, DT, a € R,

Eigenvektoren zum Eigenwert 3 und man kann etwa v = (1,1)? wéhlen und
erhélt die Losungen
r=a(l,1)Te¥ acR.

Analog kann man mit dem Eigenwert —5 verfahren: Die erste Gleichung des
Gleichungssystems Av = —5v lautet
V1 + 2?]2 = —5’01,
woraus sich
vy = —3U;

ergibt. Folglich sind
ﬁ(la _3)T7 5 S R*a

die Eigenvektoren zum Eigenwert —5 und man erhilt die Losungen
r=B(1,-3)Te™ BeR.

Da der Losungsraum des Systems ein Vektorrraum ist, kann man beliebige
Elemente aus beiden Losungsmengen addieren und erhélt erneut Lésungen,
und zwar von der Form:

r=a(l,)T e+ p(1,-3) e a,p R, (95)

Da die beiden Eigenvektoren linear unabhéngig iiber R sind, sind auch die
beiden Funktionen (1,1)7 €3 (1, —3)” e~ linear unabhiingig. Nach Satz 4.10
sind also durch (95) alle Losungen des Systems gegeben. &

BEISPIEL 4.15: Fiir das DGL-System

= V31 — 2o
xh = x1 + V3.
gilt
xa(X) = (V3-X)(V3-X)+1
= X?-23X +4
= (X = (V3=))(X = (V3 +1)).
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Wir berechnen einen Eigenvektor zum Eigenwert /3 — i. Wiederum muss
hierzu nur die erste Komponente der Eigenwertgleichung benutzt werden,

also
V3uy — vy = (V3 —i)uy,

woraus sich
vy = 101
bei frei wahlbarem v, € C* ergibt. Als Eigenvektoren erhélt man also
v=oa(l,i)’, a € C
womit sich die komplexen Losungen
z=a(l,i)TeV3 qeC
ergeben. Um zu reellen Losungen zu gelangen, schreibt man zunéchst
V3=t — V3 (cos(t) — isin(t)).
Dies liefert die reellen Losungen
z = ay(1,0)7eY¥ cos(t) — a(0,1) eV sin(t), a1, as € R
und
z = a1(1,0)TeV (= sin(t)) + as(0, 1)Te*/§t cos(t), oy, a0 € R,

Man beachte, dass man dabei die Formeln (93) und (94) fiir beliebiges o € C
anwendet. &

Eine allgemeine Losungstheorie wird im Weiteren nur fiir den Fall einer diago-
nalisierbaren Koeffizientenmatrix A entwickelt. Der allgemeine Fall ist tech-
nischer und erfordert das systematische Arbeiten mit der Jordanschen Nor-
malform einer Matrix.

L.11 Die Matrix A € R™" heifit reell diagonalisierbar oder diagonalisierbar
iitber R, falls es eine invertierbare Matrix S € R™*™ gibt, fiir welche
D := SAS™! eine Diagonalmatrix ist.

Entsprechend heifit A komplex diagonalisierbar oder diagonalisierbar
itber C, falls es eine invertierbare Matrix S € C™*" gibt, fiir welche
D := SAS~! eine Diagonalmatrix ist.

Die Diagonalelemente von D sind dann genau die Eigenwerte von A,
wobei einige mehrfach vorkommen kénnen.
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L.12 Eine Matrix A € R™*" ist genau dann diagonalisierbar iiber K, wenn
folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

— Das charakteristische Polynom zerféllt vollstdndig in Linearfakto-
ren:

Xa(X)= (X =) (X =\
mit paarweise verschiedenen \; € K.

— Fiir die Figenrdume
Ey, ={veK": Av = \v}
gilt e; = dim(E),).
L.13 Fiir echt komplexe Eigenwerte A gilt: Fx = E) — siehe L.10.

L.14 Eine Matrix A € R™*" ist genau dann diagonalisierbar iiber K, wenn
es in K" eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von A gibt.

Eine solche Basis erhélt man gegebenenfalls, indem man Basen der
verschiedenen Eigenrdume E), (siche L.12) vereinigt.

Ist vy,...v, eine Basis von K" bestehend aus Eigenvektoren von A, so
ist fiir die Matrix

S™hi=(vivy ... vp) (96)
das Produkt SAS™! eine Diagonalmatrix (siehe L.11).
Die Basis vy, v, ..., v, kann so gew#hlt werden (siehe 1..13), dass zu

jedem Eigenvektor vy € C"\ R"™ auch der komplex-konjugierte Vektor
7;, Element der Basis ist.

Der bereits bekannte Zusammenhang zwischen Eigenwerten/Eigenvektoren
und Losungen eines homogenen DGL-Systems legt es nahe, dass man die
Diagonalisierbarkeit der Koeffizientenmatrix zu dessen vollstandiger Losung
nutzen kann.
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SATZ 4.16: Es set
¥ =Ax+b AcR b:] - R" (97)

1. Es sei S € R"™" eine invertierbare Matriz.

Ist dannz : J — R", J C I, eine Losung von (97), so lost die Funktion
Sx : J — R" das lineare Differentialgleichungssystem

y = SAS 'y + Sh. (98)

Ist L(J) C C(J,R™) die Menge der auf dem Intervall J C I definierten
Lésungen von (97) und L'(J) die Menge der auf J definierten Lisungen
von (98), so ist die Abbildung

L(J) = L'(J), x+— Sz
bijektiv; thre Umkehrabbildung ist

L'(J) = L(J), y — S 'y.

2. Die unter Punkt 1 formulierten Aussagen gelten auch fir komplexe,
invertierbare Matrizen S € C™ ", allerdings miissen dann die komplez-
wertigen Losungen der DGL-Systeme (97) und (98) betrachtet werden.

BEWEIS: Die Ableitungsregeln liefern unmittelbar
(Sz) = Sa’ = S(Azx +b) = SAx + Sb= SAS™ 'Sz + Sb.

Von den verbleibenden Behauptungen ist nur die Surjektivitéit (moglicher-
weise) nicht offensichtlich: Es sei also y € L/(J), dann gilt:

(S7'y) = S~y = STH(SAS 'y + Sb) = AS 'y +b.

Folglich ist S~y eine Losung von (97) und y ist Bild dieser Losung. a

KOROLLAR 4.17: In dem homogenen Differentialgleichungssystem
¥ = Ax, Ae R™" (99)

sei A reell oder komplex diagonalisierbar, vy, ...,v, sei eine Basis von R"
bzw. von C" bestehend aus Figenvektoren und A, sei der zu vy gehdrende
FEigenwert. Dann gelten:
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1. Ist A reell diagonalisierbar, so bilden die Funktionen vieM?, ... v e’

eine Basis des Losungsraums LL(J) fir ein beliebiges Intervall J C R,
das heifst jede Losung x : J — R™ besitzt die Form

n
T = E akvkek’“t
k=1

mit durch x eindeutig bestimmten Koeffizienten oy € R.

2. Die unter Punkt 1 formulierten Aussagen gelten auch fiir eine komplex
diagonalisierbare Matrix A, allerdings missen dann die komplezwerti-
gen Lisungen des DGL-Systems betrachtet werden.

Fiir jede reellwertige Lisung x : J — R™ gqilt insbesondere:

r = Re (Z akvke’\’“t), 0= Re (Z akvke’\’“t)

k=1 k=1
fur die eindeutige Darstellung von x als Linearkombination der Basis.

BEMERKUNG: Mit Punkt 1 des Korollars sind die Losungen eines DGL-
Systems mit reell diagonalisierbarer Koeffizientenmatrix vollstéandig bestimmt.
BeEwEIs: Nach Satz 4.16 und Formel (96) sind die Linearkombinationen
der angegebenen Funktionen Losungen des DGL-Systems und jede Losung
ist eine solche Linearkombination. Es bleibt also ihre lineare Unabhéngigekit
zu zeigen um nachzuweisen, dass sie eine Basis des Losungsraums bilden: Es

gelte
,
Z apupett = 0,
i=1

dann folgt fiir ¢t =0
Z ARV = 0,
i=1

also o = 0 fiir alle k, da die Vektoren vy, ..., v, eine Basis bilden.
Die verbleibenden Aussagen sind offensichtlich richtig. a

Wir koénnen nun das Hauptresultat iiber die Losbarkeit von DGL-Systemen
mit diagonalisierbarer Koeffizientenmatrix beweisen.
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SATZ 4.18: Die Koeffizientenmatrix A € R™*™ des Differentialgleichungs-
systems
¥ =Ar+0b

sei reell oder komplex diagonalisierbar und b : I — R™ sei stetig.

FEs sei v1,. .., Upy Upi1, Upids - -+ Upts, Urys €ine aus Figenvektoren von A
bestehende Basis von R™ (im reell diagonalisierbaren Fall) bzw. C™ (im kom-
plex diagonalisierbaren Fall) — siehe L.14 — mit folgenden FEigenschaften:

e Die Figenwerte A, zu den Eigenvektoren vy, k € {1,...,r}, sind reell.

e Die Figenwerte Ao, zu den FEigenvektoren v..,, ¢ € {1,...,s}, sind
echt komplezx.

o Fiir die komplexen Figenwerte und -vektoren seien
Arpe = ap+ by, Vg = up + 1wy
die Zerlegungen in Real- und Imagindrteile.
Dann gelten:

1. Die Funktionen

vet ke {1,...,r},
(ug, cos(byt) — wy sin(bgt))e™t, k€ {1,...,s},
(wy cos(bpt) + ug sin(bt) )™, k€ {1,...,s},

bilden eine Basis des Raums L(J) der Léisungen x : J — R™ wvon
x' = Ax fir ein beliebiges Intervall J C R. Insbesondere besitzt dieser
die Dimension n.

2. Jedes AWP ' = Ax + b, x(ty) = xo besitzt eine eindeutige Lisung.

BEweEIs: Zu 1.: Nach Korollar 4.17, Punkt 1 ist nur noch der Fall zu
behandeln, in dem auch echt komplexe Eigenwerte auftreten. Nach Korollar
4.17, Punkt 2 besitzt dann jede Losung x : J — R" die eindeutig bestimmte
Gestalt

r s
At Argst —— Artst
Tr = E apuge™t + § 651)56 T ysUsen
k=1 =1
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mit ayg, Bk, vx € C. Es folgt
z = Re(z ZRG ag)opet + ZRe Byvee+) + Re (yompe+1h).

Es gilt

Re (ﬁgvge/\T+et> — Re (ﬁg)Re (UgeA'r+£t> — Im (ﬁg)hn (Uge)‘r“zt)

und
Re (y0ze+") = Re (v,)Re (Tge+) — Im (y,)Im (Tze +1).

Die Identitaten

Re (veet+t) = Re (vy) cos(bet) — Im (vg) sin(byt),

m (veer+tt) = Re (vg) sin(bet) + Im (vg) cos(byt),

Re (Tge+') = Re () cos(byt) — Im (v;) cos(byt),
Im (Tge™+¢') = —Re (vy) sin(bgt) — Im (v;) cos(bgt)

zeigen, dass die unter Punkt 1 angegebenen Funktionen ein aus r 4+ 2s = n
Elementen bestehendes Erzeugendensystem des Vektorraums L(J) der re-
ellwertigen Losungen von ' = Az sind. Da Real- und Imaginérteil einer
komplexwertigen Losung reellwertige Losungen sind, ist diese Menge von
Funktionen auch ein Erzeugendensystems des Raums der komplexwertigen
Losungen x : J — C". Nach Punkt 2 von Korollar 4.17 besitzt dieser die Di-
mension n, womit das in Diskussion stehende Erzeugendensystem sogar eine
Basis des Raums der komplexwertigen Losungen ist. Damit ist aber {iber R
linear unabhéngig, also auch eine Basis von L(.J).

Zu 2.: Fiir homogene DGL-Systeme wurde die Aussage bereits in Satz
4.10 bewiesen.

Nach Voraussetzung iiber die Matrix A und nach Satz 4.16 geniigt es
die Behauptung fiir Diagonalmatrizen A zu beweisen, wobei man allerdings
A € C und komplexwertige Losungen zulassen muss. Die Einzeldifferential-
gleichungen des Systems besitzen dann die Form

x; = dka:k + ¢k, .Z'k(to) = Tk,0 e C

mit d € C und ¢, : I — C eine stetige Funktion. Es handelt sich also
um AWP einer inhomogenen, linearen Differentialgleichung, deren eindeutige
Losbarkeit im Satz 2.17 bewiesen wird, falls dj, ¢; und xy reell sind. Der
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dort gefiihrte Beweis gilt allerdings auch im komplexwertigen Fall, wie sich
der Leser selbst iiberzeugen moge. a

Der Punkt 1 des Satzes 4.18 zeigt, dass jede Losung z : R — R"™ eines
homogenen DGL-Systems =’ = Az die Gestalt

T S0
T = Z Vet + Z upe®™" cos(bpt) + wye™" sin(byt) (100)
k=1 =1

besitzt, wobei:
® [l1,..., [y, die verschiedenen reellen Eigenwerte von A sind.

o a;+0it,...,as +bs,t die verschiedenen, komplexen, nicht-konjugierten
Eigenwerte von A sind.

e Die Vektoren vy, ux, w, € R™ nicht notwendig Eigenvektoren sind, da
die Gleichung (100) durch Zusammenfassen gleichartiger Terme zustan-
de kommt.

Man beachte aber unbedingt, dass nicht jede Wahl der Vektoren vy, uy, wy
zu einer Losung fiihrt.

Auf der Basis der bis hier gewonnenen Erkenntnisse kann man analytische
Losungsverfahren fiir lineare DGL-Systeme angeben:

VERFAHREN 4.19 (LOSEN HOMOGENER DGL-SYSTEME):
Gegeben sei ein homogenes DGL-System z/ = Ax mit reell oder komplex
diagonalisierbarer Koeffizientenmatrix A, sowie optional ein AWP z(ty) = xo.

1. Bestimme die verschiedenen reellen und komplexen, nicht-konjugierten
Eigenwerte p1, ..., tty, und a3 + 017, ..., as, + bsy? durch Losen der Po-
lynomgleichung det(A — X E) = 0.

2. Der Losungsansatz (100) liefert durch Einsetzen in das DGL-System
die Gleichung

ro s0
(> vper st + 57 uge™t cos(byt) + wpet sin(byt))’
k=1 =1

|

70 S0
> Avgert + 5 Auge®t cos(byt) + Awge™* sin(byt),
k=1 =1
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also durch Koeffizientenvergleich lineare Gleichungssysteme fiir die Kom-
ponenten der gesuchten Vektoren vy, u, wg:

Av, = MUk, k e {1,...,7’0},
Aup, = apuy + bwy, k € {1,...,80},
Aw, = —bpug + apwy, k € {1,...,80}.

Man beachte, dass die linearen Gleichungssysteme zur Bestimmung der
Vektoren v, unabhéngig voneinander gelost werden kénnen, wéahrend
die Systeme zur Bestimmung von wu; und w, miteinander gekoppelt
sind.

Falls kein AWP vorliegt, ist das Verfahren an diesem Punkt beendet.
Andernfalls geht man noch zum n#chsten Schritt.

. Durch Einsetzen von t, in die Gleichung (100) erhélt man das lineare
Gleichungssystem

T0 S0

E vperrto g upe™™ cos(byty) + wie™™ sin(byty) = 7o
k=1 (=1

mit dessen Hilfe man die noch freien Parameter in der unter Punkt 2
bestimmten Familie aller Losungen festlegt.

Man beachte dabei, dass wegen der nach Satz 4.10 eindeutigen Losbar-
keit von AWPs, eine eindeutige Bestimmung der Parameter resultiert.

BEMERKUNG: Man beachte, dass der im Verfahren benutzte Koeffizien-

tenvergleich zuléssig ist, weil die vorkommenden Funktionen nach Korollar
3.33 linear unabhéngig sind.

BEISPIEL 4.20: Es sollen alle Losungen des Differentialgleichungssystems

ry = —X1+ T3

Th = 11— 219

rh = 2mg — 3

bestimmt werden.
Schritt 1: Es ist

-1 0 1

A= 1 -2 0
0 2 -1



und daher

—-1-X 0 1

xa(X) = det 1 —2-X 0
0 2 —-1-X
= —(X+1)*(X+2)+2

—(X? 42X +1)(X +2)+2
—X3—2X?2 - X —2X% - 4X —2+2
—X(X?+4X +5)
= —X(X = (=24)(X — (=2 —1)).

Es liegen drei verschiedene, allerdings zum Teil komplexe Eigenwerte vor;
die Matrix A ist also komplex diagonalisierbar, womit das Verfahren weiter-
gefiihrt werden kann.

Schritt 2: Die gesuchten Losungen besitzen nach Formel (100) die Gestalt
z = v1e” 4+ ure? cos(t) + wie * sin(t)
mit unbekannten Vektoren vy, ui,w; € R3. Folglich

¥ = —2uie *cos(t) —ure *sin(t) — 2wie ? sin(t) + wye > cos(t)
= (wy —2uy)e ? cos(t) — (uy + 2w;)e * sin(t).

und
Az = Avy + Aure? cos(t) + Awre * sin(t).

Der Koeffizientenvergleich liefert daher die linearen Gleichungssysteme
Avy =0, Auy = wy — 2uy, Awy = —(uy + 2wy);

man beachte, dass das erste Gleichungssystem unabhéngig von den beiden
anderen ist, widhrend das zweite und dritte gekoppelt sind. Wir 16sen daher
zuniichst das erste dieser Systeme: Mit v; = (vy, 1o, v3)7 ergibt sich

vty =
V1 — 204
21/2 — V3 =

|
oo o

Die Losungsmenge ist
{1(2,1,2)" : 1, € R}.
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Mit uy = (g, i, t3)7 und w; = (wy,ws, ws)? ergibt sich fiir die beiden
anderen Gleichungssysteme insgesamt

M1+ pg —wr =
M1 — W2
29 + p13 — w3
M1 4wy + ws
po +wp =
M3+ 2wy +wg =

|
coocococo

Nutzung der zweiten und fiinften Gleichung liefert:

Wy + f3 —wp =
—2w1 + p13 — w3
Wy t+w) +twy =
p3 + 2wy +ws =

|
coc oo

Nutzung der vierten Gleichung des letzten Systems ergibt:

—Wy — W3 — W = 0
—2(,01 — 2(,4.)2 - 2&)3 =0
Wo +wy +wy = 0.

Da die drei erhaltenen Gleichungen Vielfache voneinander sind, kann man
beispielsweise ws und ws frei wihlen und erhélt fiir die verbleibenden Varia-
blen:

W1 = —Wo —Wws
p3 = —2ws — w3
P2 = W2+ ws

H1 = Wa.

Damit ergibt sich als Losungsmenge des DGL-Systems:
2 wo —Wwy — w3

LR)={[ 1 | w»+ wa + w3 et cos(t)+ wo e ?tsin(t) : vy, wo, w3 € RY.
2 —2(«}2 — W3 w3

Der Losungsraum ist also 3-dimensional, wie das nach Satz 4.18 auch zu
erwarten war. &
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BEISPIEL 4.21 (GEKOPPELTE FEDER-MASSE-SYSTEME): Das folgende
Beispiel ist eine Erweiterung des Beispiels 3.29: Zwei Massen m; und my sind
wie in Abbildung 42 dargestellt iiber Federn untereinander und mit Wanden
verbunden. Die Massen konnen reibungsfrei auf einer Unterlage gleiten. Die
drei Federn besitzen von links nach rechts die positiven Federkonstanten
k1, ko, k3. Ein Koordinatensystem zu Beschreibung der Positionen der Mas-
sen wird so festgelegt, dass sich sein Ursprung an der linken Wand befindet.
In diesem Koordinatensystem befinden sich die zwei Massen an den Posi-
tionen r; > 0 und 79 > 0 in Ruhe: Die wirkenden Federkrifte heben sich
also an diesen Positionen gerade gegenseitig auf. Man beachte, dass dies im
Allgemeinen nicht bedeutet, dass die Federn in diesen Positionen vollstandig
entspannt sind. Im Folgenden wird dies der Einfachheit halber allerdings
angenomien.

Das hier diskutierte Beispiel lasst sich auf den Fall von r > 2 Massen
verallgemeinern.

WAL ¢ L

= > x(t)

¢ —
a

ce——
-

e
ted

X

Abbildung 42: Gekoppelte Feder-Masse-Systeme

Die zeitabhéngigen Positionen der beiden Massen werden im Weiteren mit
21 und x5 bezeichnet. Wir wenden wieder das zweite Newton’sche Gesetz und
das Hooke’sche Federgesetz an, um die auf die Massen wirkenden Kréfte zu
bestimmen. Es ergeben sich die beiden Gleichungen:

mizy = —ki(xy —r1) + ke((z2 —21) — (r2 — 1))
= —]{31<.T1 — 7“1) /{ZQ( r — ) + kQ(l’Q — 7"2)
m2x’2’ = —k3<l’2 — 7"2) kZQ( To — l’l) (7”2 — T1>>
= —kfg(l’g — 7"2) k?g(l’g — 7"2) + kg(l’l — 7’1)

Sie werden wie folgt aufgestellt: Auf die Masse m, wirkt einerseits die Feder-
kraft ki(zq — 71), und zwar in positiver Richtung, falls z; — r < 0, was das
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Vorzeichen erklért. Die mittlere Feder erzeugt eine Kraft, die proportional
zur Anderung ihrer Lange im Vergleich zu 7o — rq ist, denn bei dieser Lénge
befinden sich die Massen in Ruhe. Das jeweilige Vorzeichen ergibt sich wie-
der durch Vergleich der Art der Auslenkung mit der Richtung der Kraft. Fiir
die durch die dritte Feder auf die zweite Masse wirkende Kraft gilt dieselbe
Uberlegung wie fiir die Wirkung der ersten Feder.

Es entsteht ein lineares Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung, das
wir ohne Weiteres nicht 16sen kénnen. Betrachtet man dieses System, so kann
man es zunichst durch Einfithren neuer Koordinaten, ndmlich der Auslen-
kungen der Massen aus der Ruhelage

Y 7= Tk — Tk
vereinfachen zu
myyy = —(ki + k2)yr + kayo
moyy = —(kig + ]{JQ)yz ~+ koyy.
Mit einem Trick kann man dieses System auf ein System erster Ordnung
zuriickfiihren. Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

(101)

yp— Py— Py— / [y— /
21 ‘= Y1,22 ‘= Y2,23 = Y1, %4 = Yo

Dann gelten die Gleichungen

/
z = Z
2 4
r_ k1+k ky . _. 102
Z5 = ;lm—fZli +km_2122 = —C121 + C222 (102)
I 2 2+Kk3 .
2y = m—221 — m—222 = C321 — Cy9,

wobei die Konstanten ¢, alle positiv sind.

Wir wenden nun das Verfahren 4.19 um alle Losungen des DGL-Systems
zu bestimmen: Fiir das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix
erhdlt man durch Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile und
Verwenden der Sarrus’schen!® Regel:

X 0 -1 0
0 X 0 -1
cqg —c X 0
—C3 Cy 0 X
= X(X3+4 4 X) — (—cieq + e300 — 1 X?)
X4 + (Cl + C4)X2 + cicq — C3Ca.

XA(X) = det

19Piere Frederic Sarrus, franzésischer Mathematiker, 1798-1861
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Das Polynom y 4 ist also biquadratisch und man kann seine Nullstellen durch
Losen der quadratischen Gleichung

Y2 + (Cl + C4)Y + cieq — C3Cy — 0

bestimmen:

1 1
Yio= —5(01 +cy) £ \/1(01 + ¢4)? — (c1c4 — Cac3).

Da
1 1
A= Z(Cl +c4)? — (cr04 — cac3) = 1(01 —c1)® + 203 > 0

ist, sind beide Nullstellen reell und die zweite ist negativ. Andererseits ist
ki + ko ko + ks k3 Kk + kiks 4 koks .

C1C4 — CoC3 = -
my mao mims mims

0,

womit auch die erste Nullstelle negativ ist. Die Nullstellen von y 4 sind also
rein imagindr:

A=V |Y1lE, A = VY2l A3 = =/ Vi, A = — /| Yali

Die Formel (100) lehrt als qualitatives Resultat, dass die Losungen des Sys-
tems (102) die Form

z = uy cos(\/|Y1|t) + wy sin(y/|Y1|t) + ug cos(+/|Ya|t) + wa sin(+/|Ya|t)
mit bislang unbekannten Vektoren wuy, wy, € R* besitzen. Damit ergibt sich
2= —/|Y1|ug sin(\/|Y1[t)++/|Y1|wi cos(v/|Y1]t) =/ |Yo|uz sin(y/|Ya|t)++/| Yo |ws cos(/|Yalt)
und
Az = Auy cos(v/|Yi|t)+Aw; sin(y/|Y1]t)+Aug cos(V/|Yalt) +Awg sin(+/ | Yalt).
Der Koeffizientenvergleich fithrt also zu den linearen Gleichungssystemen
Aup =/ |Y1|wy, Awy = —/|Y1|u1, Aug = /|Ya|wa, Awy = —/|Ya|us.

Anstatt diese blindlings zu l6sen, beachte man, dass sich aus diesen die beiden

Gleichungen
APy = —[Yi|uy, APuy = —|Ya|uy
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ergeben. Die Vektoren u; sind also Eigenvektoren der Matrix A? zu den Ei-
genwerten —|Y5|. Hat man u; bestimmt, so kann man w; leicht berechnen.

Nun ist
—C1 Co 0 0
2 Cs —Cy 0 0
A= 0 0 —C1 Co ’
0 0 c3 —C4

womit die Eigenvektoren u; nur mit Hilfe der linken, oberen 2 x 2-Teilmatrix
berechnet werden konnen.
Betrachten wir einen konkreten Fall: m; = my =1 und k; = ko = k3 = 1.
Dann ist
C1 = 2,62 = 1,03 = 1,64 = 2,

und folglich
Yi=-1LY,=-3

also
)\1 - i, )\2 - \/§Z
Zur Bestimmung von u; ist ein Eigenvektor der Matrix
-2 1 0 0
1 -2 0 0
2 _
A= 0o 0 -2 1
o 0 1 =2

zum Eigenwert —1 zu bestimmen, also ist

—21/1—|—I/2 = —U
1/1—21/2 = —Us

zu l6sen, was vo = v bei frei wiahlbarem 1y und damit
up =1 (111075, v € R*
ergibt. Hieraus errechnet sich
wy=Au;=v (1 1 -1 —1)%.
Fiir den Eigenwert —|Y3| = —3 ergibt sich

—21/1+V2 = —31/1
1/1—2V2 = —31/2,
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also vy = —1; bei frei wiahlbarem v, und damit
uy=vi(1 -1 1 —1)7, vy eR"

Hieraus errechnet sich
1

Wo = l/lﬁAUQ = Vl( 1 -1 —\/§ \/g )T.

Die Losungen des DGL-Systems (102) und damit des eigentlich interesieren-
den DGL-Systems (101) lassen sich nun angegeben:

y1 = wvycos(t) + vosin(t) + v cos(v/3t) + vy sin(v/3t)

Y, = wvycos(t) + vpsin(t) — vy cos(v/3t) — vysin(v/3t). (103)

Es ist interessant das Schwingungsverhalten der Massen fiir verschiedene An-
fangsbedingungen zu betrachten:

e y1(0) = 0 und y»(0) = 1: Die Masse m; ist anfangs in Ruhelage, die
Masse mso nach rechts aus der Ruhelage ausgelenkt.

Man erhélt das lineare Gleichungssystem
m4v3=0 vy —rv3=1

aus dem sich v, = % und vg = —% ergeben.

Die Koeffizienten v, und vy sind frei wahlbar, was daran liegt, dass wir
die Anfangswerte z3(0) = 21(0) und z4(0) = 24(0), also die Geschwin-
digkeiten der Massen, nicht vorgeben.

Das resultierende Schwingungsverhalten im Fall v = vy = 0 ist in
Abbildung 43 dargestellt: Der Graph von y; ist in roter Farbe, der von
9o in blauer Farbe dargestellt.

Eine alternative, oft aussagekriftigere Darstellung erhélt man, wenn
man den Graphen der Losungsfunktion

[ R — R27 t— (yl(t)ayQ(t))T

darstellt. Dieser ist eine Kurve im R?; sie ist fiir ¢ € [0,300] in Abbil-
dung 44 dargestellt.
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Abbildung 43: Losungskomponenten eines Feder-Masse-Systems mit zwei ge-
koppelten Massen

Eigentiimlicherweise ist keine der beiden Funktionen vy, yo periodisch:
Man betrachte etwa

1 1
n=3 cos(t) — 5 cos(V/3t).

Es gelte yi(t + p) = y1(¢) fiir ein p € R\ 0 und alle ¢t € R. Dann gilt
auch vy (t + p) = y{(t). Man erhélt also das Gleichungssystem:

cos(t) — cos(v/3t) = cos(t + p) — cos(v/3(t + p))
—cos(t) +3cos(v/3t) = —cos(t+p)+ 3cos(v3(t+p)).

Addition der beiden Gleichungen liefert 2 cos(v/3t) = 2cos(v/3(t + p)),
also p = %T;r Addition des 3-fachen der ersten Gleichung zur zweiten

ergibt andererseits 2 cos(t) = 2 cos(t+p), also p = 2¢r. Es folgt v/3 = &,
ein Widerspruch.

e y1(0) = —1 und y»(0) = 1: Die Massen sind in entgegengesetzte Rich-
tungen um den gleichen Betrag aus der Ruhelage ausgelenkt.
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Abbildung 44: Trajektorie eines Feder-Masse-Systems mit zwei gekoppelten
Massen

Man erhélt das lineare Gleichungssystem
m4rvys=—-1,1n—1r3=1

aus dem sich 1 = 0 und v3 = —1. Setzt man wieder v, = vy = 0, so
ergeben sich harmonische Schwingungen der Massen:

Y1 = — COS(\/§t), Yo = cos(\/gt).
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4.5 Kompartmentmodelle

Die quantitative Beschreibung eines sich zeitlich verdndernden Systems ist
eine Standardaufgabe in vielen Fachgebieten:

e Zeitliche Anderungen der PopulationgréBen von Pflanzen- und Tierar-
ten in einem abgegrenzten Okosystem wie z.B. der Serengeti,

e Zeitliche Anderungen der Chemikalienmengen in einem Reaktor einer
chemischen Produktionsanlage wie z.B. zur Herstellung von Insulin,

e Zeitliche Anderungen der Konzentration von Medikamenten und deren
Abbauprodukten in einem Organismus wie z.B. die Verteilung eines
Schmerzmittels im Kérper nach der Einnahme oder Injektion.

Abbildung 45: Schema eines Modells mit 7 Kompartments

Das jeweils betrachtete System wird dabei quantitativ durch eine Men-
ge von zeitabhingigen Gréflen beschrieben, fiir deren Zeitverldufe man ein
Modell erstellen mochte. Die Situation wird héufig dadurch sehr komplex,
dass die Grolen auch ortsabhéngig sind: Das Vorkommen einer Planzenart

192



in einem Okosystem kann nahe einer Wasserquelle hher sein als in tro-
ckenem Geldnde, chemische Reaktionen verlaufen in einem Reaktor nicht
rdumlich homogen und Medikamente verteilen sich ungleichméflig im Kérper.
Um dennoch zu einer ndherungsweisen, quantitativen Beschreibung des be-
trachteten Systems zu kommen, unterteilt man dieses in endlich viele als
>Kompartments< oder »Kompartimente< bezeichnete Bereiche, von denen
man annimmt, dass die Groflen in jedem Kompartment rdumlich homogen
sind. Die Kompartments kénnen dabei, miissen aber nicht notwendig, eine
reale Bedeutung besitzen. In Abbildung 45 ist dies schematisch fiir ein Mo-
dell mit sieben Kompartments und einer Beschreibungsgrofie dargestellt: Die
Beschreibungsgrofle ist in jedem der Kompartments rdumlich homogen und
liefert so zeitabhingige GroBen xy, i € {1,...,7}. Die zeitliche Anderung
des Werts z; der Beschreibungsgréfie im Kompartment ¢ hingt sowohl von
GesetzmiéBigkeiten innerhalb dieses Kompartments ab, als auch von Wechsel-
wirkungen mit Nachbarkompartments, sowie moglicherweise mit der Umwelt
des Systems. Im Schema 45 sind diese durch Pfeile dargestellt.

Das Arbeiten mit Kompartmentmodellen wird im Folgenden anhand eines
Beispiels aus der Medizin dargestellt.

BEISPIEL 4.22 (PHARMAKOKINETIK VON PROPOFOL): Das im Weiteren
geschilderte Beispiel beruht auf Informationen aus der Doktorarbeit [Wol]
von Christina Fiona Wolf zum Thema »>Pharmakokinetik und Pharmakody-
namik von Propofol bei Wachkraniotomien< aus dem Jahr 2015.

Die Pharmakokinetik befasst sich mit der quantitativen Beschreibung des
zeitlichen Verlaufs der Verteilung von Medikamenten im Korper. Ziel ist da-
bei Dosierungsvorschlige fiir das jeweilige Medikament zu erarbeiten, wobei
Effekte wie die Ausscheidung des Medikaments aus dem Organismus, die
Absorption durch Gewebe und den biochemischen Um-/Abbau (Metaboli-
sierung) beriicksichtigt werden.

Die Substanz Propofol (chem.: 2,6-Diisopropylphenol) ist ein schnell wir-
kendes, durch den Korper schnell abbaubares Schlafmittel, das zur Anwen-
dung intravenos injiziert wird. Es wird von der Leber abgebaut und iiber die
Nieren ausgeschieden. Propofol wird zusammen mit Schmerzmitteln zur Nar-
kose wihrend einer Operation eingesetzt. Die Substanz wirkt nicht schmerz-
lindernd.

Eine Wachkraniotomie ist ein chirurgischer Eingriff am Gehirn, wahrend
dem der Patient sich zeitweise im Wachzustand befindet. Wahrend dieser
Wachphasen wird durch neurologische Tests Gehirngewebe identifiziert, das
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Abbildung 46: Strukturformel von Propofol

bei der Operation nicht entfernt/geschidigt werden sollte, weil dadurch z.B.
Sprachstérungen entstehen konnten. Der Patient muss wihrend solcher Test
moglicherweise Fragen beantworten. Man beachte hierbei, dass das Gehirnge-
webe keine Schmerznerven besitzt. Es ist klar, dass zur Durchfiithrung einer
solchen Operation eine prézise, zeitabhéingige Dosierung des Schlafmittels
notwendig ist, um die Wachphasen steuern zu kénnen. Dies geschieht unter
Benutzung von programmierbaren Spritzenpumpen (Abbildung 47).

Abbildung 47: Spritzenpumpe

Um zu einem einfachen Modell fiir die Pharmakokinetik von Propofol zu
kommen wird der menschliche Koérper in drei Kompartments eingeteilt:

e Kompartment 1 (sogenanntes >zentrales Kompartment<): Blutplasma,

e Kompartment 2: gut durchblutete Organe wie Gehirn, Herz, Leber,
Lunge, Nieren,

e Kompartment 3: méaflig durchblutete Korperteile wie Skelettmukulatur
und Fettgewebe.
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Die im Kompartment ¢ zum Zeitpunkt ¢ vorhandene Medikamentenmenge
x;(t) lasst sich nicht direkt messen, wohl aber die Konzentration ¢;(t) des be-
treffenden Medikaments im Blutplasma. Um den Zusammenhang zwischen
beiden Gréflen zu beschreiben verwendet man in der Pharmakokinetik so-
genannte Verteilungsvolumina V; ein: Grob gesprochen ist V; die Menge an
Blutplasma, aus der das Kompartment ¢ bestehen miisste, wenn es nur aus
Blutplasma und nicht auch aus absorbierendem Gewebe bestiinde. Es gilt

dann die Beziehung

om(t),

T T C,L (t) Y
insbesondere héngt V; nicht von der Zeit ab. Auf diese Weise kann man
die praktisch messbare Grofie ¢; mit der theoretisch niitzlicheren Grofie x;
koppeln. Im Weiteren werden nur die x; betrachtet.

Das injizierte Propofol verteilt sich zunéchst im Kompartment 1. Man be-
denke dabei, dass das Herz die gesamte Blutmenge des Korpers in etwa einer
Minute durch den Kérper pumpt. In den beiden anderen Kompartments wird
das Medikament einerseits mit einer gewissen Rate ins Gewebe absorbiert,
andererseits auch wieder mit einer anderen Rate ins Blut freigesetzt. Aus
dem Kompartment 1 wird aulerdem Propofol iiber den Urin ausgeschieden.
Das Szenario ist in Abbildung 48 dargestellt.

Injektion:
(%0.1.%02=0,%p,3=0)

Kompartment 2: x, Kompartment 3: x5

Koy

Ausscheidung

Abbildung 48: Kompartmentmodell fiir den Abbau von Propofol

Fiir die zeitlichen Anderungen der Propofolmengen z; in den einzelnen
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Kompartments ergibt sich das Differentialgleichungssystem:

xll = —(l{}lo -+ ]{)12 + k13)371 + ]{:213:2 + k31x3
vy = kioxy — koo (104)
ry = kizry — ka3,

wobei die Ubergangsparameter k;; in der oben genannten Doktorarbeit mit
folgenden Werten tabelliert sind:

Parameter | Wert (min~")

k10 0.119
F1 0.114
kis 0.0419
Foon 0.055
Foa 0.0033

Als charakteristisches Polynom der Koeffizientenmatrix
—(kwo + k2 +kiz) ko kn

A= k12 —koy 0
k13 0 —ks

von (104) ergibt sich damit zum Beispiel durch Anwenden der Sarrus’schen
Regel:

(X + k12 + k13 + k10)(X + k21) (X + k31) — k13k31(X + k21) — k12k21(X + k31)
(X + 0.2749)(X + 0.055)(X + 0.0033) — 0.00013827(X + 0.055) — 0.00627(X + 0.0033).

XA

Numerisch (Intervallhalbierung z.B. in Matlab mit fzero) ermittelt man fol-
gende drei reellen Nullstellen von y:

A1 = —0.300866331198869
Ao = —0.029935597632274
Az = —0.002398071168857,

die Matrix A ist also reell diagonalisierbar.
Die Eigenvektoren lassen sich aus den letzten beiden Gleichungen dieses
Systems bestimmen: Es muss gelten

kioxy — k1o = Ao, k13w — k3172 = Ax3

also

_ k12 T Lo = k13 T
>\+k’21 1, 43 )\+k311

X2
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mit x; als wihlbarem Parameter und A als jeweils betrachtetem Eigenwert.
Konkret liefert dies die normierten Eigenvektoren

v = (—0.899910364406433,0.417258357588431,0.126715425487535)
vy = (0.203440928075602, 0.925306953677140, —0.320029420929497)"
vy = (0.021497393357464, 0.046589600366515, 0.998682768058267)”

Die Losungen des DGL-Systems sind durch

ML et + agvge’\3t, ar € R

z(t) = aqvie
gegeben. Man beachte, dass wegen der Negativitéit aller Eigenwerte fiir jede
Losung

lim z(t) =0

t—00

gilt. Dies entspricht der Tatsache, dass bei einmaliger Zufuhr von Propofol
dieses nach endlicher Zeit aus dem Organismus ausgeschieden wird. Da der
Betrag der Eigenwerte die Geschwindigkeit, mit der das Propofol aus dem
jeweiligen Kompartment ausgeschieden wird, festlegt, liest man unmittelbar
ab, dass Propofol am ldngsten im Kompartment 3 verbleibt, wiahrend es recht
schnell aus dem Kompartment 1 verschwindet.

Um einen typischen Zeitverlauf der Propofolmenge zu berechnen, benotigt
man Anfangswerte fiir den Zeitpunkt ¢y := 0 einer Injektion des Medika-
ments. Da Propofol direkt in die Blutbahn gegeben wird, ist bei erstmaliger
Verabreichung

Xo2 = 1'2(0) = 0, Xo,3 = ZE3(O) =0.

Eine typische Injektionsdosis zur Einleitung einer Narkose betrégt 30 mg. Der
zugehorige, mit dem Modell (104) ermittelte Zeitverlauf der Propofolmengen
in den drei Kompartments ist in Abbildung 49 dargestellt.

Wihrend einer Operation wird Propofol entweder iiber eine Spritzenpum-
pe mit moglicherweise unterschiedlichen Raten zugefiihrt, oder es erfolgen in
einem gewissen zeitlichen Abstand weitere Injektionen. Die Abbildung 50
zeigt einen mit dem Modell (104) ermittelten zeitlichen Verlauf der Propo-
folmengen, wenn 30 Minuten nach der ersten Injektion eine zweite derselben
Dosis erfolgt. <&
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Abbildung 49: Modellzeitverlaufe fiir den Propofolabbau nach Injektion

4.6 Dynamische Systeme

Die Losungen von allgemeinen Differentialgleichungssystemen erster Ord-
nung (77) kénnen im Allgemeinen nur numerisch »bestimmt< werden. Zur
Absicherung der Numerik sind also zunéchst Aussagen iiber die Existenz und
Eindeutigkeit von Lésungen zu machen. Die Existenz und Eindeutigkeitsaus-
sagen von Picard-Lindelof aus Abschnitt 2.6 lassen sich durch konsequen-
tes Arbeiten im R™ direkt auf Differentialgleichungssysteme erster Ordnung
itbertragen. Dies wird in der Vorlesung nicht durchgefiihrt. Man lese hierzu
das Kapitel IX von [Heu]. Im Folgenden wird die lokale Version des Satzes
von Picard-Lindel6f ohne Beweis dargestellt.
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Abbildung 50: Modellzeitverldufe fiir den Propofolabbau bei zweimaliger In-
jektion
e Essei D C R*!. Eine Funktion
f:D—=R" (t,z)— f(t,x)

erfiillt die Lipschitz-Bedingung beziiglich der Variablen z, falls eine
Konstante L > 0 existiert, fiir die gilt:

V(t, 1), (t,m2) € D |[f(t, 21) — f(t, 22)|| < Lz — 2.
Hierbei ist || - || eine beliebige Norm auf R™.

e Die Funktion f : D — R" erfiillt die lokale Lipschitz-Bedingung beziiglich
x, falls es zu jedem (¢, z) € D eine offene Kugel B((t,z),r) gibt, sodass
f auf der Menge B((t,x),r) N D die Lipschitz-Bedingung erfiillt.
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e Die Funktion f : D — R™ besitze einen offenen Definitionsbereich D

und stetige partielle Ableitungen %, k € {1,...,n}, dann besitzt f

die lokale Lipschitz-Eigenschaft beziiglich x.

SATZ 4.23: Die Funktion f : D — R" (t,z) — f(t,x) besitze die lokale
Lipschitz- Figenschaft beziiglich x. Dann besitzt jedes AWP

¥ = f(t,z), x(ty) = o
eine eindeutige Losung x : I — R™.

BEMERKUNG: Es ist hier wesentlich und nicht wie frither nur eine vereinfa-
chende Voraussetzung, dass der Definitionsbereich einer Losung nach Defini-
tion ein Intervall ist.

Die Modellierung mit Differentialgleichungen erfordert nicht immer die
Verwendung des erhaltenen Modells zur Simulation oder Prognose (siche
Abschnitt 2.4), sondern h#ufig ist man an qualitativen Eigenschaften des
Modells beziehungsweise seiner Losungen interessiert, die Riickschliisse auf
den modellierten Teil der Realitét zulassen. Was hier konkret gemeint sein
kann, zeigt eine Diskussion des frither eingefithrten Rauber-Beute-Modells
(76) von Lotka-Volterra.

BEISPIEL 4.24 (EIGENSCHAFTEN DES LOTKA-VOLTERRA-MODELLS):
Wie betrachten erneut das Differentialgleichungssystem

/ _
Irp = apTp — BBTBTR

!
rh = —arTp+ Brrprr

fiir die Kopplung der zeitlichen Entwicklung der Population zp der Beuteart
mit der Population xr der Rduberart. Die vorkommenden Koeffizienten sind
samtlich positiv.

Eine aus 6kologischer Sicht naheliegende Frage ist: Stellt sich in dem be-
trachteten Okosystem nach einiger Zeit ein stabiler Zustand ein? Ein solcher
stabiler Zustand ist durch Populationsgréfien 27 und z7, gegeben, fiir welche
die Gleichungen

0 = apry— Bprprh
0 = —agrrh+ Brapay.
gelten. Es folgt
« _ QR x _ 9B
Tp=——, Tp=—.
PUsrT T B
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Satz 4.23 sagt uns, dass jedes AWP fiir das Lotka-Volterra-System eine ein-
deutige Losung besitzt. Hieraus kann man folgern, dass Losungen des Lotka-
Volterra-Systems den obigen stabilen Zustand nicht nach endlicher Zeit an-
nehmen, sondern entweder konstant die obigen Werte besitzen oder sich die-
sen Werten im Limes t — oo annédhern. Ob der zweite Fall tatséchlich eintritt,
ist beim vorliegenden Stand der Diskussion offen.

Da die Nullfunktionen xp = 0 und xr = 0 eine Losung des Lotka-
Volterra-Systems sind, kann man mit demselben Argument zeigen, dass nicht-
konstante Losungen keine Nullstellen besitzen. Wir wollen nun solche Lésun-
gen rg : R — R und ziz : R — R genauer untersuchen und fassen diese
entsprechend der frither bereits verwendeten, vektorwertigen Betrachtungs-
weise zu einer Funktion

r:R = R? t (zp(t), zr(t)”

zusammen. Der Graph von z ist dann eine Kurve in der Ebene.

Zu jedem Zeitpunkt ¢, mit der Eigenschaft z/53(¢;) # 0 gibt es nach
dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit ein offenes Intervall I; derart, dass
xp(l;) =: Ji ein offenes Intervall und die Einschrankung xg|;, bijektiv mit
differenzierbarer Umkehrabbildung ist. Damit kann man die differenzierbare
Funktion

rJi = Roues ap(rg(u) (105)

definieren, die die Grofle der Rauberpopulation als Funktion der Grofie der

Beutepopulation darstellt, aber eben nur im Intervall J;. Nach Definition

stimmt der Graph von r mit dem Graphen von z im Intervall I; {iberein.
Fiir die Ableitung von r gilt nach dem Satz {iber die lokale Umkehrbarkeit:

zll_; = x&%('rél(u)) ’ x’B(acél(u))
—apzr(ey' (W)+BrrE (g (W)rr(zy (v)
aprp(rg (u)—Bpzre(rg (u)rr(zg' (u))
_ —agrr(u)+Brur(u)
apu—ppur(u)
—ar+BRru r(u)
u ap—pBpr(u)’

das heifit r 1ost eine Differentialgleichung erster Ordnung mit getrennten
Variablen. Damit kann man 7 nach dem Verfahren 2.12 bestimmen: Fiir be-
liebiges uy € Jy ist

Gu) = f_aRT”LBR”’d,u

= —ag(ln(u) —In(uy)) + Br(u — uy).
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Weiter ist ¢
H() = [eseedp

T1
= ap(In(§) —In(r)) — B(§ —r1),
wobei 71 1= r(uy).
Gleichsetzen und auflosen nach ¢ liefert:

ap(In(§) —In(r)) = Bp( =) = —ar(n(u) —n(ur)) + Fru —w)

& In($55) = () = (55 — In(<F)

eBBT1 u“R

Damit gilt fiir die Funktion r:

r(u)*s u*r

eBBr(v) eBrRu

=C

mit einer Konstanten C' > 0. Driickt man diese Gleichung mit Hilfe der
Funktionen xp und xg aus, so ergibt sich:

zr(t)*" xp(t)*"

vtel eBBrr(t) eBrzB(t)

=C. (106)

In der bisherigen Analyse ist I; jeweils ein geeignetes offenes Intervall, das
einen Punkt ¢; mit 2/3(¢;) # 0 enthélt. Ist diese Bedingung fiir ein ¢; € R
nicht erfiillt, so gilt aber 2/5(¢;) # 0, da x nach Voraussetzung nicht konstant
ist, und man kann die obigen Rechnungen mit vertauschten Rollen von zg
und zg durchfithren. Bemerkenswerterweise ergibt sich dann ebenfalls die
Gleichung (106). Man folgert also:

FESTSTELLUNG 4.25: Die Graphen der Lésungen v = (xp,rg)T des
Lotka-Volterra-Systems sind genau diejenigen ebenen Kurven, die in jedem
Punkt die Bedingung

zr(t)*? xp(t)*"
eBBrr(t) eBrTB(Y)

=C
mit einer nur von x abhdngigen Konstanten C' > 0 erfiillen.

Aus dieser Feststellung folgt sofort: Eine nicht konstante Losung nahert
sich im Lauf der Zeit nicht dem konstanten Zustand an. Andernfalls wére
namlich an o

lim z(t) = —R, —Byr
Jim z(t) = ( B BB)
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und damit durch Grenziibergang

L g
eaRr eﬁR

?

das heifit das System hétte nur eine einzige Losung, was der Losbarkeitsaus-
sage fiir AWPs widerspricht.

Im Weiteren werden wir die geometrische Form der Losungsgraphen er-
mitteln. Geméaf der letzten Feststellung handelt es sich um die Niveaulinien
der Funktion

0:]0,00) x [0,00) = R, (zp,xR) —

ePBTR oBrTB’

die in Abbildung 51 dargestellt sind.

Abbildung 51: Graph der Funktion ¢ mit Niveaulinien {(zp,zg) = C

Grundlage fiir eine prézise Analyse dieser Niveaulinien sind die Graphen
der in der Definition von ¢ auftretenden Funktionen der Form

s
g(s) = s a, 3> 0.



Zunéchst gilt g(0) = 0 und

. asa—leﬂs _ Bsaeﬁs
g'(s) = 258 ,

womit die Funktion ¢’ bei sg = % eine Nullstelle besitzt. Man erkennt leicht,
dass es sich um ein Maximum von ¢ handelt; der Funktionswert ist
o a

Q(B) = (E)ae_a = M(a, ).

Da auch lim g(s) = 0 gilt, ergibt sich die in Abbildung 52 dargestellte Form
S$—00
der Funktionsgraphen.

k) 12 . | P

25 30 35

Abbildung 52: Graphen der Funktion g
(rot: « =3, = 0.5, blau: a = 2.5, = 0.5)
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Man kann nun ein Resultat der mathematischen Biologie/Okologie be-
welsen:

SATZ 4.26 (siehe Abbildung 54): Die Graphen der Ldsungen
r : R — R? des Lotka-Volterra-Systems (76) sind im Fall einer Anfangs-
bedingung xp(ty) > 0 und xg(ty) > 0 geschlossene, im ersten Quadranten
des kartesischen Koordinatensystems mit der Abszisse xg und der Ordinate
xg verlaufende Kurven, die im Gegenuhrzeigersinn um den Punkt (g—g, g—g)
herumlaufen. Insbesondere sind die Lisungen des Lotka-Volterra-Systems in
diesem Fall periodisch.

BEWEIS: Es sei x eine Losung und C' > 0 die geméafl Feststellung 4.25
zugehorige Konstante. Man betrachtet die Gleichung

ap aR
51 Sa

- eﬂle 66R32 = 91(81)92(82)

Es muss C' < M(ag, )M (ag, Br) gelten, da sonst

_ C M(ap, Bg)M (g, Br) N
91(51) - gg(Sg) > 92(82) > M( BaﬂB)

folgt, also keine Losung existiert.

Ist C' = M(ag, )M (ag, Br), so gibt es offensichtlich genau eine Losung
der Gleichung, namlich s; = g—g und sy = a—}’;‘.

Es sei nun C' < M (ag, )M (ag, Br), also C = uM (agr, fr) mit einem
Faktor p € (0, M(ag, Bg)).

Die Gleichung g;(s1) = p besitzt dann zwei Losungen o7 < o9 und fiir
diese gilt:

L4 g_g S [01702]7

o Vs & [0, 09 £ > 1,

o Vs, € (0'1,0'2) g—lb < 1.

Es folgt:

o Fiir sy & [01, 05 besitzt die Gleichung g;(s1)g2(s2) = uM (g, Br) keine
Losung s,.
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e Fiir 51 € (01, 09) besitzt die Gleichung ¢;(s1)g2(s2) = uM (g, Br) ge-
nau zwei Losung 7 < 7 und diese besitzen die FEigenschaft
% € [Tl,TQ].

e Fiir s; = 0y oder s; = 03 besitzt die Gleichung ¢ (s1)g2(s2) = uM (g, Br)
jeweils die einzige Losung s, = %_2

g / ==t

ap o i 1
(Jjuﬂﬂj“) i
i

Gl e = iz

o1 g2 s

Abbildung 53: Zum Beweis von Satz 4.26

Der Graph der Losung x liegt also in dem Rechteck [0y, 02] %[0, M (g, Br)]
und jede Parallele zur Ordinate durch ein s; € (01, 03) schneidet den Gra-
phen zweimal, wahrend am linken und rechten Rand des Rechtecks nur ein
Schnittpunkt vorliegt. Dies beweist die Behauptungen iiber den Graphen bis
auf die Aussage zum Umlauf der Losungskurven mit wachsendem ¢. Diese
iiberpriift man durch Berechnen des Tangentialvektors 2’(t) und Beriicksich-
tigen der verschiedenen Positionen von z(t) relativ zum Gleichgewichtspunkt
(£, %2). Anstatt die verschiedenen Fille vollstdndig zu behandeln, wird nur

Br’ BB
der Fall »x(t) liegt oberhalb und rechts von (3£, %£)< untersucht. Hier gilt

Br’ Bp
also: an ap
zp(t) > —, zr(t) > —.
o) > g0 wnlt) > 5
Es folgt
vp(t) = aprp(t) — Bprp(t)zr(t)

= xp(t)(ap — Bprr(t)) <0
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und

2R(t) = —agrzp(t)+ Brrp(t)rr(t)
= .’L‘R(t)(—OéR + 53373(75)) > 0,
was der Behauptung iiber den Umlaufssinn entspricht. O
3
0.0
25} .
2 L
&
) %
1
0.5 1
0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Xg

Abbildung 54: Trajektorien des Lotka-Volterra-Systems
mit ag =g =1und ar =pr=1

Die Abbildung 54 zeigt die Graphen von Losungskurven des Lotka-Volterra-
Systems mit den Parametern ag = g = 1 und ag = fr = 1 zu verschie-
denen Konstanten C. Man beachte, dass der Gleichgewichtspunkt bei (1,1)
liegt und dass

C<M(1,1D)M1,1)=eltet 0,135

gilt. Die Darstellung lésst interessante Schlussfolgerungen zu: Ist, wie im Bei-
spiel der Spinn- und Raubmilben, die Beuteart ein Schéidling, so wird man
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moglichweise versuchen die Populationsgréfie durch Einsatz von Giften zu
vermindern. Fiithrt man eine solche Bekdmpfungsmafinahme zu einem Zeit-
punkt ¢ durch, zu dem sich die Population zp nahe ihres Minimums befindet
(links vom Gleichgewichtspunkt), und schadet die Mafinahme den Réubern
nicht, so wird der Zustand des R&uber-Beute-Systems auf eine Kurve mit
kleinerem C-Wert gesetzt. Damit hat man die paradoxe Wirkung, dass das
Maxiumum der Schidlingspopulation durch die Mafinahme grofler wird! Man
muss die Mafinahme also zum, richtigen Zeitpunkt durchfithren, namlich
wenn die Schidlingspopulation am groBten ist. Ahnliches gilt fiir die ¢ko-
logische Schidlingsbekdmpfung durch Erhohung der R&uberzahl: Sie sollte
durchgefiihrt werden, wenn die Rauberpopulation nahe ihres Minimums ist.

&

Wie wir im Lauf der Vorlesung mehrfach gesehen haben, kann man (Syste-
me von) Differentialgleichungen zur Beschreibung der zeitlichen Anderungen
eines biologischen, physikalischen oder chemischen Systems nutzen. Man be-
zeichnet solche Systeme auch als >dynamische Systeme< und kann diesen
Begriff mathematisch prézise fassen: Um das Verhalten eines zeitlich sich
dndernden Systems zu beschreiben, sind zwei Dinge festzulegen:

e der Bereich T' C R der Zeiten, zu denen man das System betrachtet,

e die Menge Z der moglichen Systemzustéinde.

Fiir den Zeitbereich T" werden iiblicherweise die folgenden Fille unterschie-
den:

e diskrete Zeit: T = Ny oder T' = Z je nachdem, ob man das System
ausschlielich ab einem bestimmten Zeitpunkt betrachten will/kann,
oder ob das System eine beliebig lange Vergangenheit besitzt.

e kontinuierliche Zeit: T'= R=% oder T = R mit der gleichen Unterschei-
dung wie in diskreter Zeit.

Die Menge Z der Systemzustdnde kann prinzipiell eine beliebige Menge sein.
Da man jedoch Aussagen iiber das Ausmaf} von Zustandsinderungen machen
mochte, setzt man mindestens voraus, dass auf Z eine Metrik d gegeben ist.

Die mathematische Theorie der dynamischen Systeme geht von einem
deterministischen Grundprinzip aus: Kennt man den Systemzustand z zu
einem bestimmten Zeitpunkt ¢, so ist der Systemzustand zu jedem Zeitpunkt
t' > t eindeutig festgelegt. Dies fiihrt zu folgender mathematischen Definition:
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DEFINITION 4.27: Ein dynamisches System ist ein Tripel S = (T, (Z,d), ®)
bestehend aus einer Menge T, dem Zeitbereich (siehe oben), einem metri-
schen Raum (Z,d), dem Zustands- oder Phasenraum (siehe oben) und einer
Abbildung

O:T'x”Z—=Z

mit folgenden Figenschaften:
1.Vze Z ®(0,z2) = z.
2.V, seT,zeZ P(t+s,z2)=d(s,D(t, 2)).
Die Abbildung ® bezeichnet man als Fluss des dynamischen Systems S.

Die Abbildung @ ist dabei so zu interpretieren: Besitzt das System zu
einem bestimmten Zeitpunkt den Zustand z € Z, so nimmt das System nach
der Zeitspanne ¢ den Zustand ®(¢, z) an. Das erklért insbesondere, weshalb
die Eigenschaft 2 fiir die Abbildung ® gefordert wird: Der aus z nach der
Zeitspanne t+ s resultierende Zustand ®(t+s, z) ist derselbe, wie der aus dem
Zustand ®(t, z) nach der Zeitspanne s resultierende Zustand ®(s, ®(t,z)) —
eine anschaulich naheliegende Forderung. Weitere Begriffe dréngen sich nun
auf:

DEFINITION 4.28: Zu jedem Zustand zy € Z eines dynamischen Systems
S kann man die Menge

T(z) ={z€Z:FHeT 2=t z2)}

bilden. Sie wird als Orbit oder Trajektorie von zy bezeichnet.
Ein Zustand z* mit der Figenschaft

T(=") = {'}

heifst Gleichgewichtspunkt des dynamischen Systems S.
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Das deterministische Grundprinzip spiegelt sich im Verhalten der Trajek-
torien wider:

FESTSTELLUNG 4.29: Fiir die Trajektorien eines dynamischen Systems
S gilt:
T17£T2<:>T1QT2:®.

BEwEIS: Es gelte z € T1 N1y und 17 = T(z) fiir ein 2y € Z. Dann
existiert ein ¢; € T mit ®(ty, z1) = z. Daher gilt fiir jedes s € T

D(s,2) = D(s, P(ty, 21)) = D(s + t1,21),
woraus T'(z) C T; folgt. Andererseits gilt fiir jedes t € T" auch
CI)(t, 21> = q)(t — tl -+ tl, Zl) = (I)(t — tl, (D(tl, Zl)) = CI)(t — tl, Z),

woraus T) C T'(z) folgt. Da man dieselbe Argumentation mit 75 durchfiihren
kann, ergibt sich iunsgesamt 77 = T'(z) = Tb. O

Der Zusammenhang zwischen dynamischen Systemen und Differential-
gleichungssystemen wird hergestellt durch die

FESTSTELLUNG 4.30: Es seien
o [ =R2% oder I =R,
o / CR" dy die euklidische Metrik auf Z,
o f:Rx Z — R" eine Funktion fir die jedes AWP
o' = f(x), f(to) =mo
eine eindeutige Losung x(-;tg, xo) : I — R™ besitzt.
Dann bildet das Tripel (I,(Z,dsy), ®) mit
O(t, z) := x(t;0, 2)
ein dynamisches System, dessen Trajektorien die Graphen
{z(t;0,2): tel}, z€Z
und dessen Gleichgewichtspunkte daher
{z"eZ:[f(z") =0}

sind.
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BeEwEIS: Es sind die beiden Eigenschaften fiir die potentielle Flussabil-
dung ® nachzuweisen. Zunéchst gilt nach Definition fiir jedes z € D:

®(0,2) = x(0;0,2) = =.

Es seien nun s,t € [ und z € D: Die Losung z(+; 0, z) des AWP z(0) = z ist
eindeutig bestimmt und nimmt an der Stelle ¢ den Wert z(¢;0, z) an. Also
ist die Funktion

z(s) == a(t+ s;0, 2)

die eindeutige Losung des AWP z(0) = z(¢; 0, z). Diese Funktion ist aber nach
Definition von ® gerade x(-;0,z(¢; 0, 2)), womit die zweite Flussbedingung
erfiillt ist.

Die verbleibenden Aussagen sind klar. a

Betrachtet man das Beispiel 6kologischer Systeme, in denen verschiede-
ne Pflanzen- und Tierarten koexistieren, so ist es offensichtlich interessant
nach dem Verhalten eines dynamischen Systems »nahe< bei einem Gleichge-
wichtspunkt zu fragen: Fiihrt eine kleinere Schwankung in der Populations-
groBe einer Art zu wesentlichen Anderungen des Systems oder bleibt dieses
im Gleichgewicht? Solche Fragen bilden die Motivation fiir eine Klassifikation
von Gleichgewichtspunkten:

DEFINITION 4.31: Es sei z* € Z ein Gleichgewichtspunkt des dynami-
schen Systems S.

o ¥ heifSt stabil, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit folgender Eigen-
schaft gibt:

A(D(ty, 2), 2*) <& = Vt >ty d(D(t,2), 2") < e.

o 1" heifft asymptotisch stabil, falls x* stabil ist und es eine Konstante
R > 0 mit folgender Figenschaft gibt:

d(®(tg,2),2") < R = tlim O(t,2) = 2"
—00

o 2" heifit instabil, falls z* nicht stabil ist.

Salopp ausgedriickt gilt: Trajektorien, die einen Punkt in der Né&he eines
stabilen Gleichgewichtspunktes durchlaufen, bleiben danach in der Néhe die-
ses Gleichgewichtspunktes. Trajektorien. die einen Punkt in der Néahe eines
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asymptotisch stabilen Gleichgewichtspunktes durchlaufen, laufen auf diesen
Punkt zu.
KLASSIFIKATION 2-DIMENSIONALER LINEARER, DYNAMISCHER SYSTEME

Um die eingefiithrten Begriffe mit Leben zu fiillen, werden im Folgenden li-
neare Differentialgleichungssysteme

= Az, A= ( @i ) € R**? (107)
G21 Q22

diskutiert. Nach Satz 4.10 und Feststellung 4.30 kann ein solches Systeme
als dynamisches System &4 aufgefasst werden, wobei der Phasenraum gleich
R? ist. Man spricht daher auch von 2-dimensionalen, linearen dynamischen
Systemen. Die Menge der Gleichgewichtspunkte von Sy ist

{r e R*: Az = 0},
also identisch mit dem Kern der linearen Abbildung
R? 5 R? A Az.

Insbesondere besitzt Sy stets den Gleichgewichtspunkt * = 0 und dieser ist
der einzige, falls A invertierbar ist.

Die Losungen des Systems (107), und damit die Trajektorien des dy-
namischen Systems S, werden durch die Eigenwerte und -vektoren von A
bestimmt. Das charakteristische Polynom

Xa(X) = X? — (a11 + a) X + ar1a2 — aza1z = X* — Sp(A) X + det(A)

der Koeffizientenmatrix A besitzt die Nullstellen

s = %Sp(A) + \/ iSp(A)Q _ det(A),

womit die Grofle )
A= ZSp(A)2 — det(A)

(wieder!) eine wesentliche Rolle spielt.
Ist A diagonalisierbar, so besitzen nach Korollar 4.17 die komplexwertigen
Losungen z : R — C" die Form

T = v1eMt 4 povee?t 1, € C, (108)
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wobei A1, Ay die beiden nicht notwendig verschiedenen Eigenwerte von A und
v1, v eine Basis von C? bestehend aus Eigenvektoren von A ist. Ist A reell
diagonalisierbar, so gilt die Darstellung (108) fiir die reellen Losungen mit
Eigenvektoren v, € R? und Koeffizienten p;, € R.

Erfiillt die Losung x die Anfangsbedingung z(0) = zy € R?, so gilt
nach Satz 4.16 und L.14 fiir die Koeffizienten p; der zugehédrigen eindeu-
tigen Losung:

(11, o) = (v102) ™ g, (109)
wobei (v1 v7) die Matrix mit den Spalten v; bezeichnet. Insbesondere ergibt
sich die Ungleichung

il < Cllaolla (110)

mit einer Konstanten C' > 0, die nur von der Matrix A abhéngt: Wie in
der Vorlesung >Mathematische Strukturen< bewiesen wird, kann man zum

Beispiel
= \ /Z bi;
4,3

wihlen, wobei (b;;) := (v; v2)~!. Diese Ungleichung besitzt eine interessante
Konsequenz, die sich in der Diskussion des Verhaltens linearer dynamischer
Systeme als niitzlich erweist:

FESTSTELLUNG 4.32: FEs sei ' = Ax ein lineares Differentialgleichungs-
system mit einer diagonalisierbaren Koeffizientenmatriz A € R**2, deren
Figenwerte A1, Ay negative Realteile besitzen. Dann gilt: Ist x : R — R? eine
Losung mit der Figenschaft

lz(E)]l2 <6

fiir ein t; € R, so gilt
Vit |z(t)] <6

mit einer Konstanten C' > 0, welche nur von A und t, abhdngt.
Weiter gilt fiir jede Losung x: tlim z(t) = 0.
—00

BEWEIS: Es sei z eine Losung mit ||z(t1)||2 < 0. Fir jedes t > ¢, gilt
nach Voraussetzung und Ungleichung (110):

(@)1l

| [[Jor]]2] €] + |ual|va]2] €]

Clla(tr) |2 lor|l2]e* ] + Clla(t)[|2]|va] 2]
05||U1”26Re()\1)t + C(SHUQHQeRe()Q)t
([[or[|zeRe A 4 [Jug[|pefte G2)) T,

VANIVANIVANIVAN
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Die rechte Seite der letzten Ungleichung besitzt die angestrebte Form C’§.
Die zweite Aussage ist bei Betrachtung der Formel (108) klar. a

Wir betrachten nun verschiedenen Félle im Detail, beschranken uns dabei
allerdings auf den Fall einer invertierbaren Koeffizientenmatrix A.

Fall det(A) # 0, A > 0: Die Matrix A besitzt zwei verschiedene reelle Eigen-
werten A1, Ao, ist also reell diagonalisierbar. Fiir die weitere Diskussion bietet
sich eine Unterscheidung dreier Félle an.

e det(A) > 0 und Sp(A4) > 0.

Dann sind beide Eigenwerte von A positiv, weswegen

lim [|2(t)]2 = oo
fiir jede Losung z gilt. Damit ist der (einzige) Gleichgewichtspunkt
x* = 0 des dynamischen Systems S4 instabil.

In Abbildung 55 sind links oben (in griiner Farbe) acht verschiedene
Trajektorien des Systems S4 zur Matrix

2 1
= (53)
dargestellt, wobei die Durchlaufrichtung bei zunehmender Zeit wie im
Fall des Lotka-Volterra-Systems durch Pfeile angedeutet ist. Man be-

achte, dass die Trajektorien den Gleichgewichtspunkt (0,0) nicht ent-
halten.

Da A reell diagonalisierbar ist, gibt es zwei linear unabhéngige Eigen-
vektoren vy (zu A1) und vy (zu Ag). Diese liefern die vier Losungen

At At Aot
) )

T =—vie’t, r = e AQt,

T =wve T = —ug€

die in der Abbildung als vier von (0,0) ausgehende Halbgeraden er-
scheinen.

Die hier verwendete Darstellung der mit einer zeitlichen Orientierung
versehenen Trajektorien wird Phasenportrait eines dynamischen Sys-
tems genannt. Den hier vorliegenden Typ eines Gleichgewichtspunkt
bezeichnet man auch als instabilen Knoten.
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e det(A) > 0 und Sp(A4) < 0.

Beide Eigenwerte sind nun negativ. Eine Anwendung von Feststel-
lung 4.32 liefert die asymptotische Stabilitéit des Gleichgewichtspunktes
(0,0). Ein solcher Fall liegt fiir die Matrix

(3 5)

vor. Das Phasenportrait von S4 ist bis auf die Durchlaufrichtung der
Trajektorien identisch mit dem in Abbildung 55 links oben gezeigten in-
stabilen Knoten. Man bezeichnet den vorliegenden Fall jetzt allerdings
als asymptotisch stabilen Knoten.

e det(A) <0.

Es gibt nun stets einen positiven und einen negativen Eigenwert. Ohne
Einschrinkung sei A\ < 0 und Ay > 0. Dann gilt fiir jede Losung der
Form z(t) = pv1eM? die Gleichung

lim x(t) = 0.

t—00

Jede andere Losung besitzt die Gestalt x(t) = pyvieM! + povee?t mit
1o # 0. Fiir diese Losungen gilt

lim |z (t)]l> = oo,

womit (0,0) instabil ist. Man spricht in diesem Fall von einem Sattel-
punkt.

Das Phasenportrait des Beispiels

(37)

ist in Abbildung 55 rechts oben (in blauer Farbe) zu sehen.
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Abbildung 55: Phasenportraits 2-dimensionaler lineare Systeme

Fall det(A) # 0, A < 0: Die Matrix A ist komplex aber nicht reell diagonali-

sierbar. Es gilt A, = A; und nach Formel (100) besitzen alle reellen Losungen
die Gestalt

z = ure® cos(bt) + wye sin(bt) (111)

mit gewissen Vektoren ui,w; € R?, wobei \; = a + bi ist.
Es werden nun wiederum drei Falle unterschieden:

e Sp(A) <0.

Wegen Sp(A) = A\ + Ay = 2a ist also a < 0 und damit Feststellung
4.32 anwendbar. Sie liefert die asymptotische Stabilitdt von (0,0). Ein
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Beispiel ist durch die Matrix

=3 5)

gegeben; das Phasenportrait mit vier Trajektorien um den asymptotisch
stabilen Strudelpunkt ist in Abbildung 55 links unten (in gelber Farbe)
dargestellt.

Sp(A4) = 0.

Hier gilt a = 0, womit die Eigenwerte rein imaginédr sind. Um das
Verhalten der Trajektorien zu verstehen ist es in diesem Fall besser die
komplexe Darstellung (108) zusammen mit der Ungleichung (110) zu
betrachten. Dies liefert

l2@)ll2 < (Cllolla + Cllvall2)[lzoll2,

woraus sich direkt die Stabilitdt von (0,0) ergibt. In Abbildung 55
rechts unten sind zwei Trajektorien (in roter Farbe) dargestellt.

Sp(A) > 0.
In der Darstellung (111) ist nun a > 0, weshalb fiir alle Losungen

lim [J2(1) 2 = o0
gilt. Der Punkt (0,0) wird nun als instabiler Strudelpunkt bezeichnet.
Das Phasenportrait von S4 entspricht dem des asymptotisch stabilen
Strudelpunkts allerdings mit umgekehrter Durchlaufrichtung der Tra-
jektorien.

Die bislang diskutierten Félle und weitere lassen sich {ibersichtlich in einem
Diagramm (Abbildung 56) darstellen, in dem jedes 2-dimensionale, lineare
dynamische System Sy durch das Kennzahlenpaar (Sp(A), det(A)) als Punkt
im R? gegeben ist. Die Lage dieses Punktes im Koordinatensystem und in
Bezug zu der Parabel

A=0

legt das Verhalten von S4 in der Néhe der Gleichgewichtspunkte fest. Man
beachte hierbei, dass es im Fall einer singuldren Matrix A unendlich viele
Gleichgewichtspunkte gibt.
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Det(A)

stabil

— Gerade asymptotisch stabiler Gerade instabiler ——p» Sp(A)
Gleichgewichtspunkte Gleichgewichtspunkte

instabil: Sattelpunkt instabil: Sattelpunkt

Abbildung 56: Klassifikation 2-dimensionaler, linearer dynamischer Systeme
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